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CHAPITRE  PREMIER. 

Composition  et  Decomposition  des  Forces, 
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AxiSmes } Lemmes  preliminaires  > etc. 

12.  I l est  evident  qne  deux  forces  e gales  el 
contraires  appliquees  a un  meme  point  sont 
eri  equilibre.  11  est  encore  evident  que  deux 
forces  egales  et  contraires  appliquees  aux  ex- 
t remites  d’une  droit e consideree  comrne  une 
'verge  inflexible , et  agissantes  dans  la  direction 
de  cette  droite , sont  en  equilibre. 

Car  il  n’y  a pas  de  raison  pour  que  le  mou- 
venient  naisse  d un  cote  plutot  que  de  Tautre  * 
comme  dans  le  premier  axiome. 

- MS  iforoltaire . 

i3,  Il  est  facile  de  conclure  dela  que  Teffet 
d’une  force  qui  sollicite  un  corps,  lie  peutetre 
change  en  quelque  point  de  sa  direction  qu’on 
la  suppose  appliquee;  pourvuque  ce  point  soit 
un  des  points  du  corps  lui-meme,  ou,  s’il  est  au- 
deliors,  quillui  soit  in  variable  merit  attache. 

Car , soit  une  force  quelconque  P appliquee  Fig.  i* 
au  point  A d’un  corps  ou  systemo  quelconque  : 


l 


i 
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si  l’on  prend  stir  la  direction  de  cette  force  un 
autre  point  B invariablement  lie  an  systeme,  de 
man i ere  que  la  longueur  A B reste  tou jours 
eonstante;  ei  si  I on  applique  au  point  B deux 
forces  P',  — ly  ega^es  entr’e.L-es  el  a la  force  P?  et 
agissantes  dans  la  direction  de  AB,  le  point  A 
sera  encore  sollicile  de  la  meme  maniere  qu’au- 
paravant ; car#  effel  des  deux  forces  P et  — P'est 
nul  de  lui-memc.  Mais  eu  considerant  la  force 


P etson  egale  et  contrai re  — P'  appliquee  en  B, 
il  est  manifeste  que  leur  effet  est  aussi  nul.  On 
peutdonc  les  supprimer , et  il  ne  reste  plus  que 
la  force  P"  qui  n est  autre  cliose  que  la  force  P , 
mais  appliquee  au  point  B de  sa  direction  ; et 
le  point  A n’a  pas  cesse  d’etre  sollicite  de  la 
meme  maniere. 


On  pent  done  appliquer  une force  en  un point 
quelconque  de  sa  direction , pourvii  que  ce point 
soit  lie  au  premier  point  d application  par  une 

Hgne  droite  rigide  et  inextensible . 


Remarque, 

Lorsque  nous  changerons  ainsi  les  points  dap- 
plication  des  forces  ? nous  ne  repel crons  pas 
tou  jours  que  Ion  doit  supposer  les  nouveaux 
points  invariablement  attaches  aux  premiers  j 
inais  il  faudra  tou  jours  le  sous -entendre. 


Lemme . 
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4.  Lorsquk  deux  forces  P et  Q sout  appli-Fig. 
quees  a un  meme  point  A sous  un  angle  quel- 
conque,  on  concoit  bien  qu’une  troisieme  force 
R appliquee  conyenablement  au  point  A pour- 
rail  faire  equilibre  aux  deux  forces  P et  Q.  Car, 
en  vertu  des  efforts  combines  des  deux  forces  P 
et  Q , le  point  A tend  a quitter  le  lieu  oil  il  est : 
or  il  ne  peut  s’echapper  que  d’ un  seal  cote  , 
et  par  consequent  si  Ion  applique  une  force  con- 
venable  eu  sens  contraire  , ce  point  demeurera 
en  equilibre. 

Less  trois  forces  P,  Q,  R,  etant  en  equilibre 
autour  du  point  A,  la  force  R est  egaie  et  di- 
rectement  opposee  a la  resultante  ties  deux 
autres.  Done  deux  forces  P et  Q qui  concou- 
rent , out  une  resultante. 

En  second  lieu  , il  est  visible  que  cette  re- Fig, 
suitante  doit  etre  dans  le  plan  de  leurs  direc- 
tions AP  ? A Q j car  il  n y a pas  de  raison  pour 
qu  elle  ait  au-dessus  du  plan  une  certaine  po- 
sition , plutot  que  la  position  parfaitement  syr 
metrique  au-dessous. 

De  plus  , elle  doit  etre  dirigee  dans  Tangle 
P AQ  des  deux  forces  ; car  il  est  clair  que  lo 
point  A ne  peut  se  mouvoir  dans  la  par  tie  du 
plan  qui  est  au-dessus  de  la  ligne  A Q,  vers  D : 
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de  me  me  il  ne  peut  se  mouvoir  au-dessus  de 
la  ligne  AP  , vers  B \ et  par  consequent  il  ne 
pourra  se  mouvoir  que  dans  T angle  PA  Q,  et 
la  resultante  ft  devra  etre  dirigee  dans  Time- 
rieur  de  cet  angle. 


liernarque . 

1 5.  In  ivy  a qu  un  seul  cas  ou  Ton  puisse 
voir  a priori  quelle  sera  la  direction  de  la  resul- 
tante; c’est  celui  ou  les  deux  forces  P et  O sont 
e gales  : alors  il  est  clair  que  la  resultante  divise 
en  deux  egalement  Tangle  quelles  forment  en- 
tr’elles;  car  il  ify  a pas  de  raison  pour  que  cetle 
resultante  fasse  avec  Tune  des  composantes  un 
angle  plus  petit  qu’avce  Tautre. 

Axi6me . 

16.  LonsQtJE  les  deux  forces  P et  Q agissent 
dans  la  meme  direction  et  dans  le  memo  sens, 
il  est  visible  , et  Ton  doitaccorder  comme  un 
axiome  que  ces  forces  s’ajoutent , et  donnent 
une  resultante  egale  a leur  somme  P-q-Q. 


Corollaire . 


17.  De  la  on  peut  conclure  ( en  combinant 

successivement  les  forces  deux  a deux  j que  la 

resultante  de  taut  de  forces  que  Ton  voudra  qui 

agissent  dans  une  meme  direction  et  dans  le 

raeme 
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tneme  sens,  est  egale  a leur  somme  toiale  ? et 
agit  dans  la  me  me  direction. 

(Hie  lorsque  deux  forces  inegales  P et  Q agis- 
senl  eu  sens  contraire  dans  uiie  menie  direc- 
tion ? leur  resultante  est  egale  a la  difference 
P— O des  forces  , et  qu  elle  agit  dans  le  sens  de 
la  plus  grande;  car  on  pent  concevoir  dans  la 
plus  grande  que  je  suppose  P , par  exemple  , 
unc  force  egale  et  contraire  a Q , et  qui  la  de- 
truit  : on  peut  supp  rimer  ces  deux  forces-’ a , 
et  Je  point  est  actuel lenient  tire  par  la  diffe- 
rence P — (v>  des  deux  forces  P et  Q. 

D’ou  Foil  voit  qu’en  general  y la  resultante  de 
taut  de  forces  que  lion  voudra , agis  sanies 
dans  la  menie  direction , est  egale  a t'exces 
de  la  somme  de  cedes  qui  t ire nt  dans  un  sens  y 
sur  la  somme  de  cedes  qui  tirent  dans  le  sens 
contraire , et  qiielle  agit  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  somme. 


Remarque. 

iS.  Telles  soul  queL j ues-unes  des  propo- 

• ■ « ‘ ■ 

smons  les  plus  elementaires,  dont  on  decouvre 
la  verite  a priori ? et  presqu'a  la  premiere  ins- 
pection. Le  cas  le  plus  simple  de  la  composi- 
tion des  forces , et  en  menie  temps  celui  oil 

| | f 

J on  conn  ait  tout  dim  coup  la  resultante  , 
est  evidernniem  le  cas  des  forces  qui  agissent 


A 
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dans  une  me  me  direction.  Nous  allons  com- 
mencer  la  composition  des  forces  par  cellesqui 
s’y  ranienent  immediate  menu 

Composition  des  forces  qui  agissent 
saivant  des  directions  par  alleles. 

Theoreme  L 


i 


19.  n eux  forces  quelconques  P et  Q , pa~ 
r alleles  et  de  merne  sens  , appliquees  aux  ex- 
tremites  A et  B dune  droile  rigide  A B , ont 
une  resultante , et  cette  resultante  doit  etre 
appliquee  a la  ligne  A B entre  les  deux  points 

A et  B. 

20.  Elle  est  par  allele  aux  forces  P Q, 

et  egal$  a leur  somme . 

10.  Appliquez  a volonte  aux  deux  points  A 
et  B y deux  forces  M et  N,  egales  et  conlraires, 
et  qui  agissent  dans  le  sens  de  la  droite  AB. 
L’effet  de  ces  deux  forces  sera  nul , et  par  con- 
sequent Tcfifet  des  deux  forces  P et  Q ne  sera 
pas  change  ; mais  les  deux  forces  M et  P appli- 
quees en  A ? ont  une  resuitante  S appliquee  au 
point  A , et  dirigee  dans  Tangle  M A P (i4)*  Be 
me  me  les  deux  forces  N et  Q out  une  resul- 
tante T , appliquee  en  B et  dirigee  dans  Tangle 
N BQ.  Concevez  qu  on  ait  pris  ces  deux  resul- 
tantes  , et  qu’on  les  ait  appliquees  toutes  deux 
au  point  D ou  leurs  directions  vont  necessai-* 
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remeiit  se  eouper  ; la  resuhante  des  deux  forces 
S et  T sera  absolument  la  meme  que  celle  des 
deux  forces  P et  Q : or , etaut  appliquee  en  D , 
et  i] evant  etre  dirigee  dans  Tangle  ADB,  elle 
ii  a passer  entre  A etB  9 en  un  certain  point  C , 
ou  f on  pourra  la  supposer  appliquee. 

-2°.  Main  tenant  > pour  demontrer  que  cette 
resuhante  est  parallele  aux  forces  P et  Q , et 
egale  a leur  somnie  ? imaginons  qu’au  point  D 
on  redecompose  la  force  S en  deux  coniposantes 
M'  et  P'  , parfaitement  egales  et  paralleled  aux 
premieres  M et  P ; de  menie,  qu’on  redecom- 
pose la  force  T en  deux  coniposantes  N'  etQ/, 
parfaitement  egales  et  paralleles  aux  premieres 
N et  Q.  Les  deux  forces  M' , N',  ser on t egales , 
et  directement  opposees  , puisqu’appliquees 
a un  meme  point  D , elles  sont  paralleles  a 
une  meme  drone  MN,  et  par  consequent  leur 
eflet  sera  absolument  nul.  II  ne  restera  done 
que  les  deux  forces  P'  et  Q' , respectivement 
egales  et  paralleles  aux  forces  P et  Q.  Or^  ces 
deux  forces  , etant  evidemment  dans  une  meme 
direction,  se  composeront  en  une  seule  R, 
egale  a leur  somme  P' +Q' 0u  P -t- Q ; ce  qu'il 
Wcitlo.it  demontrer. 

Corollaire  I. 

3o.  Si  les  deux  forees  P et  Q sont  egales  en-  Fig.  5, 


/ 
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tr’elles , le  point  C d’application  de  la  resultanle 
sera  au  milieu  de  la  ligne  A B.  Prenons,  en 
effet,  les  deux  forces  M etN  dont  on  est  maitre, 
egales  aux  forces  P et  Q.  La  resultantc  S des 
deux  forces  egales  MetP  divisera  en  deux  egale- 
ment  Tangle  MAP(i5);  eta  cause  de  DC  paral- 
lele  a la  ligne  AP , le  triangle  A C D sera  isoscele. 
Par  une raison  toutc  semblable  ,1c  triangle  BCD 
sera  isoscele ; et  Ton  aura  d’une  part , A C = C D ? 
cl  de  T autre , C D = t B ; doit  AC  = CB. 

A'orol/aire  1 1. 

21.  h.  resulte  dela  que  la  resultante  de  taut 
de  forces  parallelcs  quon  \oudra  , egales  deux  a 
deux  et  appliejuees  symelriquemcnl  a des  dis- 
tances egales  du  milieu  d’une  meme  droite,  est 
e<ude  a la  sorame  de  toutes  ces  forces  , leur  est 
parallel  e,  et  passe  par  le  milieu  de  la  droite  ^ap- 
plication. Car,  en  confbinant  successivement 
deux  a deux , les  forces  egales  placees  de  part 
et  d’ autre  a des  distances  egales  du  milieu  de  la 
ligne  droite,  leurs  vesuliantes  successives  pas- 
serout  toutes  par  ce  meme  point,  ets  ajouteront 
ensuite  commc  etant  dans  une  meme  direction. 

52.  Et  reciproquement  on  pourra  decomposei 
toute  force  P appliquee  a une  ligne,  en  tautd  au- 
tres  forces  oavalleles  qifon  voudra,  appliquees  a 
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differens  points  de  cettc  ligne  , pourvu  quc  ces 
forces  deux  a deux,  soient  egales  , a egales  dis- 
tances du  po  int  d’appli cation  de  la  force  P,et  que 
leur  somme  lotaie  soil  egale  a celte  me  me  force. 

Theoreme  1 1. 


s3 . Le  point  C df application  de  la  resultantede  Fig.  6, 
deux  forces  pared teles  P et  Q qui  agissent  aux 
extremites  A et  13  d’une  droite  inf  lexible  A B , 


partage  cette  droite  dans  la  raison  reciproque 
de  P d Q:  de  sorle  que  Von  a : P : Q : ~ B G : A C. 

Supposons  d’abord  que  les  forces  P et  Q 
soient  comniensurpbles , e’est- a- dire , soient 
entr’elles  comme  deux  no  mb  res  eu  tiers  m et  n* 
Divisons  AB  an  point  H en  deux  parlies  di- 
rectement  p r o p o r ti  on  n el  1 es  aux  deux  forces  P 
et  Q ; de  maniere  qu'on  ait  :AH:BH  : P : Q, 
et  par  consequent,  : ; in  : 72.  Sur  le  prolengement 
de  la  ligne  inflexible  AB,  prenons  A G = AH, 
et  B K — B H.  Le  point  A sera  le  milieu  de 
GH,  et  le  point  B le  milieu  de  H K.. 

Cela  pose , puisque  les  forces  P et  (v>  sont  enlre 
elles  comme  les  lignes  A IS.  et  B II , dies  seront 
aussi  entr’ elles  comme  les  memes  lignes  dou- 


blees,  e’est-a-dire,  comme  les  lignes  G H et  HR. 
Et  comme  il  y a,  par  hvpotliese,  dans  la  ligne 
AH  , m mesures  teS  les  que  B H en  coution t n , 
il  V aura  2 in  mesures  dans  G H , et  2 n mesures- 
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egales  dans  HR. Or,  on  pent  decomposer  la 
force  P en  2 m forces  egales  et  paralleles,  appli- 
quees  aux  2 m points  milieux  des  communes 
mesures  dc  la  ligne  G H (22)  ; et  la  force  Q en 
3 rt  forces  paralleles,  egales  entr’elles  et  aux 
premieres,  appliquees  aux  in  points  milieux 
des  communes  mesures  de  la  ligne  II  K.  Main- 
tenant  tomes  ces  forces  egales , etant  equi- 
distantes,  se  trouveront  placees  deux  a deux  a 
egales  distances  du  milieu  C de  la  ligne  entiere 
Glv > et  par  consequent  leur  resultan te  general© 
qui  est  celle  des  deux  forces  P et  > pas  sera 
necessairement  par  le  milieu  de  la  ligne  G K. 

Maisii  cause  de  G G — A B,  ii  vient,  en  retrau- 
cliant  la  partie  commune  AC,  B C = AG  = 
AH  ; et  en  ajoutant  de  part  ct  d autre  C 11  , 
AC  = B II.  Done  puisque  Ion  a : P : Q : : A II : 
BH  , on  a aussi  : 

P : Q : : B C A G. 

Supposons  en  second  lieu,  que  lcsdeux  forces 
P el  Q ne  soient  pas  commensurahles. 

^ig-  7*  Je  remarque  d’abord  que  si  ia  resultante  de 
deux  forces  quel  com  fives  P et  O appliquees  aux 
points  A et  B , tombe  en  C,  la  resultante  de  la 
force  P el  d une  force  Q 1 Q tombera  exit  re 

le  point  G et  le  point  B;  c est-a-dire , que  le 
point  ^application  de  la  resultante  s’appro- 


* 
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chera  du  point  d’application  de  la  composante 
qui  aura  augm  elite.  En  effet  y pour  trouver  la 

i 

resultante  des  deux  coniposantes  P et  Q 1,  on 
1 peut  prendre  d abord  la  resultante  R de  Pet 
• qui  passe  au  point  C , par  hy  pothese , et  ensuite 
s celle  de  R et  de  I , dont  le  point  d’application 
sera  entre  G et  B ( 1 9 

1 Maintenant , si  la  resultante  des  deux  forces  Fig.  8. 

b incommensurables  P et  Q ne  passe  pas  au  point 

f C qui  en  est  tel  qu’on  a P:Q;:BC:  AC,  elle 

e passe ra  en  un  autre  point  situe  entre  A et  C , ou 

a entre  C et  B.  Supposons  que  ee  soit  en  G entre 

A et  C.  Partagez  la  ligne  AB  en  parties  egales 
i'  toutes  plus  petites  que  GC>  il  y aura  au  moins 

= un  point  de  division  entre  G et  G.  Soil  I ce  point : 

, les  deux  lignes  A I et  BI  seront  conmiensu— 

i rabies , etle  point  I pourra  etre  considerecomme 

le  point  d’application  de  la  resultante  de  deux 
forces  P et  Q'  qui  serai ent  lelles  qu’on  aurait  : 

P : Q'  : : B I : A I : ce  qui  donne  Q Q 
$ ( puisqu’011  a par  hypo  these  P : Q : : B C : A C.) 

Mais  ia  resultante  des  deux  forces  P et  Q pas- 
te sant  en  1,  celle  des  deux  forces  P,  ct  Q Q',  pas- 
sera  entre  1 et  B,  et  ne  pourra  toniber  en  G 
(a  contre  l’hypotliese. 

ce  On  ferait  voir  ahsolunient  de  la  merne  ma- 
le mere  qu'elle  ne  peut  tomber  entre  Jp  et  B ; et 

y par  consequent  elle  passe  necessairement  cn  C*. 

I 1 4 
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Corolhtire  I. 


Fig.  9, 


2 J.,  Lorsque  trois  forces  par  alleles  P,  Qj  R 
sent  en  equi  fibre  sue  une  ligne  A B , 1 une  d en- 
tr’elles  est.  egale  el  direc  Lenient  opposee  a la 
resut  tante  des  deux  an  ires.  A in  si  la  force  Q,  i»ar 
exemple,  prise  cn  sens  conLraire,  est  la  resul- 
tame  dcs  deux  forces  P et  R.  Com  rue  les  deux 

f'.yrrZTz-'  _ 

forces  P et  Q tirent  dans  le  me  rue  sens,  la  force 
R esi  egale  a P + Q,  et  par  consequent  Q = 
R — P;  d oii  il  suit  que  la  resultants  de  deux 

■n 

forces  paralleles  qui  agissenl  en  sens  coni  stores, 
est  egale  a leur  diilcrence,  et  tire  du  tiiemc  cote 


que  la  plus  grande. 


2 5.  Les  deux  forces  P et  R et&nt  donnccs 
ainsi  que  la  distance  A C qui  separe  leurs 
points  d’ application,  si  I on  dernande  le  point 
duplication  de  la  resuftante  Q , on  fera  cette 
proportion  : P : O : : P>  C : A C : d’oii  I on  tire  : 
P-4-Q:Q::BC-+-A  C:  AC,  e'est-a-dire  , 
R : Q : : A B : A C , proportion  qui  fera  eon- 
naitre  All,  et  par  consequent  ie  point  B. 


Remarque. 

* 4 

26.  SurposoNsque  les  deux  forces P et  Rsoient 
egalcs,  la  resultants  Q sera  zero,  et  Ja  distance 
A B de  son  point  cf application  sera,  par  la  pro- 


J 


. , R x AC  *■  . r 

portion  ci  - dessus  , ■ ? c cst  -a— dire  , 


o 


serai t 


infinie. 

Si  les  deux  forces  P el  R au  lieu  d’etre  egales, 

is.  Ik 

differaicnt  d une  quantile  tres-petite,  Pi  resul- 
tante  Q qui  est  egale  a cette  difference,  serait 

R X AC 

tres-petite , el  la  distance  A B = — — 

tres-grande  a cause  du  denominateur  Q tres- 
petit;  ainsi  plus  les  deux  forces  s’approchent 
de  1’egalite,  plus  la  resultame  diminue  , et  plus 
la  distance  du  point  oil  elle  est  appliquee  aug- 
mente.  De  sorte  que,  lorsque  les  deux  forces  de- 
viennent  parfaiternent  egales,  la  resullante  est 
nulle  , et  la  distance  du  point  d application  in- 
fill ie.  Ge  qui  nous  apprend  qu’on  ne  peut  pas 
trpuvcr  actuellement  une  force  unique  qui 
fasse  equilibre  a deux  forces  egales,  paralleles  et 
agissantes  dans  des  sens  opposes. 


27.  Au  reste , pour  ne  laisser  aucun  nuage 
stir  cette  derniere  consequence  , concevons 
qu’unc  force  qiielconque  , dirigee  coniine  on 
voudra  dans  l espace , fasse  equilibre  aux  deux 
forces  P et  — P,  parfaiternent  egales,  paral  S e les 
et  contraires.  i°.  11  cst  clair  que  cette  force 
doit  etre  dans  le  plan  dcs  deux  forces  Pet  — P ; 

A 

car  il  n'y  a pas  de  raison  oour  qu  elle  soit  au- 
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dessus  piutot  qu'au-dessous  , tout  etant  egal 
de  part  et  d’au tre,  2<\  Quelle  que  soil  la  posi- 
tion qu’on  lui  donne  dans  le  plan  a 1 egard  de 
la  force  P,  on  lui  en  trouvera  sur-le-champ 
une  autre  parFaitemeni  symetnque  et  de  sens 
contraire  , a l’egard  de  la  lorce  — -P  * ellc  aurait 
done  a la  fois  deux  positions  different# , ce  qui 
est  absurd e. 

Am  si  les  deux  forces  P et  — P ne  peuvent 
avoir  de  resultante  unique. 

Nous  reviem Irons  bientot  sur  ces  sortes  de 
forces  , dont  la  consideration , qul  n’ avail  paru 
jusqu  ici  que  conime  an  cas  singulier , fera  la 
seconde  par  tie  essentielle  de  nos  Elements. 

■ Corolla  ire  II. 


28.  De  meme  que  Ton  compose  en  une  seule 
deux  forces  paralleles  qui  agissent  a des  points 
donnes  d uneligne  , o s peut  aussi  decomposer 
une  Seule  force  quelconque  R,  appliquee  a un 
point  C d une  droite  inflexible  , en  deux  autres 
P et  Q qui  lui  soieni  paralleles  , et  qui  agissent 
en  des  points  donnes  A et  B de  cette  droite.  IJ 
ne  s ;igit  pour  cela  que  de  partager  la  force  R 
en  deux  autres  qui  soient  cntr’elles  dans  le  rap- 
port des  distances  B G et  A G ; et  pour  tronver 
la  force  Q,  par  exemple,  on  se  servira  de  la 
proportion  R:  Q::  A B : AC  , dans  laquelle  il 
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ny  a que  Q d'inconnue.  La  force  P sera  egalo 
i a R— Q. 

Mais  si  le  point  C d application  de  la  force  R Fig, 
) quon  vcm  decomposer,  ne  tombait  pas  entre 
■ A et  B , points  d’application  dormes  des  com- 
posantes  P et  Q que  Ton  cherche , on  ferait  tou- 
[>.  jours  la  proportion  R ; Q : : A B : AC,  qui  ferait 
GOimaitre  la  force  Q ; mais  la  force  P serai f. 

3 egale  a R-p-Q. 


d 

r: 


1 


Coroll airc  III, 


29.  Quand  on  salt  determiner  la  resultan te  Fig, 
de  deux  forces  paralleles , on  pent  facilement 
irony er  celle  de  tant  de  forces  paralleles  quon 
voudra , appliquees  aux  diderens  points  d un 
sy steme  quelconqne  de  figure  invariable. 

Soient , par  exeniple  , les  quatre  forces  pa- 
ralleles P , P' , P"  , P"  , appliquees  respecti- 
verneiu  aux  quatre  points  A , B,  C,  D , situes 


d une  maniere  quelconque  dans  fespace,  et  lies 
entreux  d’une  maniere  invariable  : en  con  side- 


ram  ces  forces  deux  a deux,  elles sontdans  des 
me mes  plans.  Ainsi  Ton  peut  prendre  d abord 
la  resultante  X des  deux  forces  P etP';  elle 
sera  egale  a leur  sonime  P-f-P' , et  passera  en 
un  point  I de  la  ligne  AB,  qu’on  trouvera  en 
i Lvisan  t A B Ians  la  raison  inverse  de  P a P\ 
La  resultante  X etant  ainsi  determinee  , on 
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joindra  le  point  I ou  elle  agit,  au  point  C de 
la  troisienie  force  PP  Les  deux  forces  X et  P'y 
etant  paralleles,  ou  en  prendra  la  resultante  Xy, 
comine  nous  avows  fait  tout-a-lheure  ; cette 
resultan te  sera  egale  a leur  somme  X+P'  , et 
le  point  F oii  elle  devra  etre  appliquee  ? se 
trouvera  , en  divisant  la  droite  C l , dans  la 
raison  reciprqque  <ie  X a P-  Joignant  enfin 
le  point  F au  point  D d application  de  la  qua- 
triemc  force  P'" , et  divisant  la  droite  I'D  en 
deux  parties  reciproquement  proportionnelles 
aux  forces  X'  et  P///  , on  aura  le  point  G d’ap- 
plication  de  la  result-ante  general©  R , qui  sera 
parallels  aux  deux  forces  Xy  et  P ",  et  par  con- 
sequent atoutes  les  composantes ; egale  it  leur 
somme  X'-t-P7'  , et  par  consequent  a la  somme 
de  tomes  les  composantes. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire 
s’ e tend  maiiifestementa  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallel es. 

Si  parmi  les  forces  P,  P'j  P"  , etc.  les  unes 
agissaient  dans  un  sens  ? et  les  aiures  dans  le 
sens  contra  rCj  on  comrnencerait  par  prendre 
la  resultante  de  tomes  celles  qui  agissent  dans 
le  me  me  sens ; on  dhercherait  ensuite  la  resul- 
lanie  de  celles  qui  agissent  dans  le  sens  con- 
traire  ; et  toutes  les  forces  etant  aJors  reduites 
a deux  forces  paraileles  et  de  sens  contraires, 


i 
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on  cn  irouvcrait  la  resultante  par  cc  quc  nous 
avons  da  plus  haul. 

3o.  On  pent  done  , en  general , deter  miner 
ja  position  et  la  quantite  tie  la  resullai  le  de  tant 
do  forces  paralleles  qu7  on  voudra;  cette  resul- 
tante sera  parallele  aux  forces , et  egale  a 
l Pexces  de  la  somme  de  cedes  qui  tirent  dans 
fr  un  sens  > sur  la  somme  de  cedes  qui  tirent 
& dans  le  sens  contraire. 

t J’ai  dit  en  general , par  ce  qu’il  peut  arriver  ? 
i'  que  la  resultante  des  forces  qui  tirent  dans  1111 
j>  sens  , so  it  parfaitenient  egale  a la  resultante  de 
ft  celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire  , sans  lui 
w e t re  directement  opposee  ; el  alors  il  n’y  a pas 
?u  de  resultante  unique  ? comme  nous  Favons  vu 
m plus  haul. 

Corollaire  1 V. 

ffl  3 1 . Supposons  que  les  quatre  forces 
]#  P , P' , P",  P"'  y sans  changer  de  grandeurs  , 
sans  cesser  d’etre  paralleles  et  de  passer  aux 
nt  niernes  points  respectifs  A,  B,  C,  D?  vren- 

s nent  a prend  re  les  positions  p ^ p _>  p y p'"  dans 

dr  Fespace. 

Isfi  Si  I on  en  cberehe  la  resultante  en  suivant 
in'  le  meme  ordre  que  plus  haul , on  trouvera  d’a- 
:os  Lord  quc  la  resultante  x de  p et  p , passe  an 

_ ■*-'  '•  t -ji  ■ H |A  B 'Vi  5.  r'l't*  I ■ ~ 

itf  meme  point  I que  la  resultante  X de  P et  P;  y 

res  et  qu’elle  luiest  egale.  Elle  passera  par  le  meme 


j 
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point  > parce  que  son  point  d’ application  doit 
diviser  la  meme  droite  AB  dans  la  raison  reci- 
pro  que  de  p a p\  qui  est  la  meme  que  celle 
de  P a P'.  Elle  lui  sera  egale,  parce  qu’on  aura 
jp-j-jt?'=P+P/.  On  trouvera  de  meme  que  la 
resultan  tea:"  dex  et  p " passe  ra  au  meme  point  F 
que  la  resultante  X'  de  X et  P",  et  qu’elle 
lui  seraegale;  et  ainsi  de  suite  : desorte  que  la 
resultante  generate  des  quatre forces p,p  ,p'' p"'9 
passera  au  meme  point  que  la  resultante  des 
quatre  forces  P ? P'  ? P"  , P//y ; et  cel  a est  ge- 
neral , quel  que  soit  le  nombre  des  forces:  d oit 
i on  peut  conclure  ce  theoreme  reiuarquable : 

02.  Si  ton  a un  sy sthne  quelconque  de 
forces  paralleles  appliquees  a un  assemblage 
de  points  A,Bj  C , D , etc. , et  qu’on  incline 
success  ivement  tout  le  sjsteme  de  ces  forces 
dans  divers es  situations  , de  maniere  que  les 
memos  forces  pas  sent  ton  jours  par  les  merries 
points , et  coriservent  leurs  grandeurs  et  leur 
parallelisms  y les  result  antes  generales  qu’on 
trouvera  success ivement  dans  chacune  de  ces 
positions > se  croiseront  toutes  au  meme  point . 

Ce  point  d’intersection  des  rcsid tames  succes- 

par allele 
plus  loin ) 

quand  il  sera  question  des  centres  de  gravite. 


sives  se  nomme  le  centre  des  forces 
INous  aurons  occasion  d’en  parler 


1 *1 


I 


If 

J 

I 

I 

eii 


le- 
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On  peut  rcmarquer  3 au  reste  > dans  la  de- 
monstration precedente  y qu  il  u est  pas  neces- 
saire  de  supposer  quc  les  forces  conservent  tou- 
jours  les  menies  grandeurs  y mais  qu’il  suffit 
que  ^ dans  !es  positions  successives  du  groupe  9 
elles  demeurent  proportionnelles. 

C imposition  ties  forces  dont  les  direc- 
tions concourenten  un  meme  point . 

Theoreme  1 1 1- 

■f  --  i * 

33.  La  re  suit  ante  de  deux  forces  quelcon - Fig 
ques  P et  Q j appliquees  a un  meme  point  A 
sous  un  angle  quelconque  , est  dirigee  sui - 
vcuit  la  diagonale  du  parallel ogra ni m e A B D G 
construit  sur  les  deux  lignes  AB  , A1  , qui 
representent  les  forces  P et  Q en  grandeurs 
et  en  directions . 

Dabord  , nous  avons  vu  que  cette  resultante 
doit  etre  dans  le  plan  des  deux  forces  P et  Q ; 
en  second  lieu  , qu’elle  doit  etre  appliquee  au 
point  A y puisque  cette  resultante , par  hypD- 
tiiese  , doit  sollicker  le  point  A absolument 
de  la  meme  maniere  que  ies  deux  forces  P et  Q. 

Je  dis  main  tenant  quelle  doit  passer  au 
point  D y extremite  de  la  diagonale  AD. 

Prenons , en  effet?  sur  le  prolongement  de  la 
ligne  B D a partie  D G = D C , et  aehevons  le 
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r]i  ora  be  GDGH.  A.pjdiqaons  aux  points  G et 
H et  dans  la  direction  de  G II , deux  forces 
Q'  et  Q"  contraires , egaies  entr  elles  ct  a Ja  force 
Q.  11  esl  facile  de  voir  quo  la  resullante  ties 
quatre  forces  P,  Q,  Q el.  Q"  doit  passer  au point 
D.  Car  i°.  a cause  de  Q'  = Q,  les  deux  forces 
parallelesP  et  Q'  sont  entrelles  com  me  les  cotes 
All,  AC  ou  comme  DC  ct  DB  , ou  bien  a cause 
dc  D C D ( * , comme  les  lignes  D C et  I)  B ; 
et  par  consequent  ( 2 3 ) leur  resullante  S passe 
en  D ; 2*.  les  deux  forces  Q et  Q,y  etant  egaies, 
leur  resullante  T prolougee  divise  en  deux  e ga- 
le men  t Bangle  C31  G du  rhombc  C DG  II , ct 
va  passer  aussi  par  le  point  J) , oil  Bon  pent  la 
supposer  appliquee.  Douc  la  resullante  gene  rale 
qui  est  celle  dcs  deux  forces  S et  T passe  an 
point  D* 

Mais  !es  deux  forces  Q'  et  Q"  appliquees  sur 
G II  etant  parfailcmenl  egaies  et  contraires, 
leur  effet  est  absolument  nul , et  la  resullante 
des  qua  ire  forces  P,  Q,  Q'  et  Q est  identic]  ue- 

■ a.  ■ ■ 

ment  la  me  me  que  celle  des  deux  forces  P c t Q . 
Done,  puisque  la  premiere  passe  en  D , cede  dcs 
deux  forces  P et  Q , passe  aussi  au  ineme  point- 

Puisque  la  resultan  to  passe  a Ja  Lots  paries 
deux  points  A et  D,  elle  esl  done  necessa  ire  ment 
dirigee  suiyant  la  diagonale  A D. 


Corollaire 
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Coro  l l ai re. 

34*  Concluons  de  la  que  si  Ton  connaissait  Fig.  i3. 

seulement  les  directions  des  deux  forces  P et 

Q>  et  celle  de  leur  rc%ultante  R,  on  pourrait 

determiner  le  rapport  de  la  force  P a la  force  Q. 

Car,  en  prenantsur  la  direction  de  la  result  ante 
* 

un  point  quelconque  D,  et  men  ant  de  ce  point 
deux  paralleles  DC  et  DB  aux  directions  des 
composanies  P et  Q , et  qui  rencontrent  ces  di- 
rections en  C et  B,  on  aurait  necessairement 

Jr 

P:Q;  ; AB:  AC,  Sans  quoi  Ion  aurait  P a Q 
com  me  A B est  a une  ligne  A O plus  petite  ou 
plus  grande  que  A C ; et  alors  la  resultant© 
des  deux  forces  P et  Q serait  dirigee  suivant  la 
diagonale  A I dun  parallelogram  me  A GIB 
different  du  parallelogram  me  ABDC,cequi 
est  contre  l’hypothese. 

The  ore  me  I V. 


i 


35.  L a resultante  de  deux  forces  quel-  Fjg.  ^ 
conques  P et  Q appliquees  a un  me  me  point  A , 
est  represented  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallelogramme  A B D C 


construit  sur  les  deux  Ugnes  AB,  AC  qui  re - 

presentent  ces  forces  en  grandeurs  et  en  di- 
rections. 


t 


C 


I 
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Nous  avons  deja  vu  quc  cette  resultante  est 
dirigee  suivant  la  diagonale  ; reste  a faire  voir 
qti’elLe  est  representee  en  quantile  par  la  diago- 
nale ell  e-rue  me* 

Soil  R cctte  resultante  : supposez  qu  elle 

'■  "M  ' ” v.  ■ 

soil  appliquee  au  point  A sur  le  prolonge- 
ment  de  la  diagonale  D A , en  sens  contraire 
de  son  action.  Les  trois  forces  P , Q , 11  seront 
en  equilibre  sur  le  point  A.  Done  Pune  d’elles, 
la  fo  rce  q;  par  exemple,  sera  egale  etdirecle- 
111  en  t op  pose  e a la  resultante  des  deux  autrcs  P 
et  R.  Done  la  direction  de  la  force  Q , pinion- 
geej  sera  cede  de  la  resultante  des  deux  forces 
P et  R.  Done  si , du  point  B , vous  menez  a la 
direction  A R , la  parallele  BG  qui  rencontre 
en  G le  prokmgement  <:e  Q A,  eidu  point  i, 
a la  direction  A P la  parallele  G H qui  rencontre 
en  H la  direction  de  la  force  R,  les  deux  forces 
P et  R seront  entrees  com  me  les  cotes  AB, 
A H du  parallelogram  me  A B G II  ( 34  )•  Mars 
la  ligne  A 13  represente  actuel lenient  la  force  P, 
dcmc  ligne  AH  represente  la  force  R.  Or, 
par  les  paralleles  , on  a : A PI  — B G — AD; 
done,  etc. 

Corollaire + 

36.  Puisque  les  trois  forces  P , Q , Rsont  en- 
tr’eHes  comme  les  trois  lignes  AB,  AG,  AD; 


4 
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et  que  dans  le  parallel  ogramme  A B D C , dii  a : 
AB  = CD.,  on  peut  dire  que  ces  irois  forces 

sont  enlrellcs  com  me  les  trois  cotes  G D , G A 

_ ..  _ 

et  AD  du  triangle  AGO,  Mais  ccs  trois  cotes 
sont  emr’cux  corame  les  sinus  des  angles  oppo- 
ses C AD,  CDA,  A CD  > et  a cause  des  pa- 
! rail  e les  ,,  Tangle  C D A = Tangle  BAD; 

Tangle  A G D est  supi  dement  de  Tangle  BAG, 

! et  par  consequent  ale  rneme  sinus;  on  a done: 


* 


IS 

] 


i t 


); 


P ; Q : R : : sin.  GAD:  sin  .BAD:  sin.  BAG. 

D oii  Ton  pent  conduce  que  la  resultante  de 
deux  forces  P elQ  euint  represent ee  par  le  sinus 
de  Tangle  forme  parleurs  directions,  les  deux 
forces  P et  Q sont  re  presentees  reciproquernent 
par  les  sinus  des  deux  angles  adjacents  a la  direc- 
tion de  la  resultan  le.  Ou,si  Ion  veut,  chacune 
des  forces  P,  O?  R est  conime  le  sinus  de  I'ansde 

••  a?  ta  yx  ■ %i  jp  * j * Er 

rme  paries  directions  des  deuoc  autres . 

1 g ; - ■ r.t  j . 0. . 

Remarque. 


37.  On  peut  voir  par  la,  et  rmeux  encore  par 
la  consideration  ini  mediate  du  parallel ograrn  mo 
des  forces,  que  lorsque  deux  forces  agissent  sur 
un  Iticmc  point  sous  un  angle  qui  u estpasegal 
a deux  droits,  elles  ne  peuvent  jamais  donner 
nne  resulum ; e mil  le  * a ; meins  qu  elles  ne  soient 
oulles  elies-m  ernes  chacune  en  particulier. 
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Car  , si  aucune  des  deux  forces  n’etait  rniile  , 
on  pourrait  construire  un  parallelogram  me  sur 
les  deux  lignes  qui  lesrepresententen  grandeurs 
et  en  directions,  etla  diagonale  de  ce  paralleled 
gramme  seraii  la  resultan  te. 

Si  l unc  d elles  seulement  etait  nulle  , la  se- 
conde  serait  la  resullante ; et  par  consequent  la 
result  ante  ne  pent  etre  nulle  , a moins  que  les 
composantes  ne  soient  toutes  deux  nulles  eu 
me  me  temps. 

Lorsque  les  deux  composantes  agissentsous 
un  angle  egal  a deux  angles  droits  , dies  som 
alors  contraires  , et  la  resullante  n'est  pas  nulle 
dans  Je  soul  cas  oil  ces  deux  composantes  sont 
nulles  toutes  deux  , mais  encore  dans  celui  oil 
el  les  sont  egales. 

Corollaire  II. 

x5.  38.  On  pent  tou jours  decomposer  une  force 

donnee  Ren  deuxautres  P ct  Qdirigees  survant 
des  lignes  donnees  A P,  A Q , pourvu  que  ces 
directions  et  celle  de  la  force  R soient  comprises 
dans  un  memo  plan  ct  con cou rent  au  memo 
point  A.  Car,  prenant  sur  la  direction  de  la 
force  R une  panic  AD  qui  represente  sa  quan- 
tile , et  par  ie  point  D men  ant  les  droites  D C j 
DB  paralleles  aux  directions  donnees  AP? 


1 


l 


r>  e St  A T 1 Q U E.  3 7 

AQ,  on  formera  un parallelogramme  ABDC  , 
don  ties  cotes  A B , A C represente  rout  les  forces 
demandees  P et  Q. 

SL  foil  veut  calculer  immediatenient  leurs 
grandeurs , on  pourra  faire  ces  deux  pro- 
portions ; 

R : P : : sin.  B A C : sin.  CAD 
R:  Q:  • sm.  B j/V.  G • sail  B A.  D 


, dans  iesquelles  il  n’y  a que  P et  Q d’ineonnues. 

oi 

ii  Remarque . 

,0! 

39.  Si  Tangle  BAG  etait  droit , on  aurait,en 
supposant  le  rayon  =1 , sin.  B A C = 1 ; sin. 
CAD  — - cos.  BAD,  et  reciproquement  sin. 
BAD  — cos.  C A .Dr  liit  les  deux  proportions, 
ci-dessus  deviendraient  i 

f®  R : P ; : 1 ; COS.  BAD 

[M  R : Q : : 1 : cos.  CAD. 

LC 

f D of : P=R,  Cos.  BAD  etQ  = R.  Cos.  C A D, 

j.  Il  resulte  dela  que  lorsqu’on  decompose  une 
p force  en  deux  autres  qni  agissent  suivant  des 
Di  directions  rectangulaires  entr’elles  , on  trouve 
[ cHaque  composante  en  multi  pliant  la  force  pro- 

1 ; : 3 
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posec  par  le  casinus  de  Wangle  qu’elle  fait  axec 

la  direction  de  ceite  composantc. 

Cliaque  composante  cst  represen  lee  par  la 
projoction  de  la  residuum  sue  sa  direction , et 
e’est  ce  qu’on  appelle  souvent , la  force  eslimee. 
sui van t celie  direction.  Ainsi , R cos.  B AD, 
on  la  composante  I3  cst  la  force  R estimee  sni- 
Vant  la  direction  A P. 


Corollcrire  1 1 I. 


4.0.  Ooaivd  on  salt  determiner  la  resultante 
de  deux  forces apnliquees  a un  point,  on  pout 
determiner  celie  de  taut  de  forces  P,Q,R,  S,  etc. 

'I  « jl  1 L *' 

qu’on  voudra  , appliqii&s  a un  me  me  point  A 
* 

ct  dlnqees  d une  maniere  arhitraire  dans  l es- 
pace.  Car,  en  considerant  d abord  deux  quel- 
conqucs  de  ces  forces,  conime  les forces  PetQ, 
par  exemp’e,  ces  deux  forces  seront  dans  un 
in  erne  plan,  et  Ion  en  de  terra  inera  la  resultante 
com  me  nous  batons  fait  lout-a-Fhcure.  Soil  X 
cette  resultante,  on  prendra  semblablement  la 
resubanfe  de  la  force  X et  d une  autre  telle  qne 
R.  Co  mb  ina  m ensuile  cette  resultante  que  je 
designe }>n  s Y avec  une  nouvelle  forceS,  on 
aura  !eur  resultante  Z qui  sera  celie  de$  quatre 
forces  P , Q , R.,  S;  et  continuant  ainsi  ^ on 


am\cra  necessaii-emeiU  a la  resultante  generate. 
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Si  toutes  les  forces  P , Q , R , S , etc.  sont  dans 
un  me  me  plan,  les  rcsuitautes  successives  X, 


Y,  Z,  etc.  aeront 


ce  me  me 


et  par 


consequent  la  resultant©  gene  rale  y sera  aussi. 

St  toutes  les  forces  sont  en  equilibre,  la  re- 
sultant© general e sera  nulle. 


Theoreme  \ . 


41  .Si  trois  forces  A,  Y 97j  appliqueks  a un 
meme  point  A dans  Fes  pace , sont  representees 
par  les  trois  lignes  AB,  AG,  AD  , et  qiFon 
acheve  It  parallelepipede  A...  F ? la  resu  It  ante 
R dc  ces  trois  forces  sera  representee  par  la 
di'agonale  A F de  ce  parallelepipeds. 


H 


En  elfet , les  deux  forces  X et  Y qui  sont  re- 
presentees  par  les  deux  cotes  du  paral  elo- 
gramme  A B G C , donijgrqnt  pour  resultant© 
une  force  P representeepa^  da  diagoriale  AG  de 
ce  parallelogram  me. 


Ensuite  ? a cause  de  AD  egale  et  pa  allele  a 
G F,  la  figure  A GF  D sera  un  parallelogram  me* 
et  par  consequent  les  deux  forces  P et  Z donne- 
rant  une  resultant©  R.  re presentee  par  la  dlago- 
nale  A'F,  laquello  est  en  meme  temps  la  diago4 
nale  du  par  allele  ju^ede  propose.  ‘ 

•'  . * j • > f / * ; 

*'-■  - ■■  r4i  • 1 


( 


/ v\ 
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Remarque . 

42.  Obseryons  , sur  fe  champ  , com  me  au 
ii*.  37  , que  taut  quo  les  trois  forces  X , Y , L 
re  seront  pas  dans  un  rneme  plan , elles lie  pour- 
rout  jamais  dormer  une  resultante  nulle,  a 
nioins  qu’elles  ne  soieut  nulles  elles-memes  en 
particulier. 

Car , si  aucune  delies  u |tait  nulie  , on  pour- 
rait  coastriure  le  parallelepipede  sur  les  lignes 
qui  les  representent , en  grandeurs  et  en  direc- 
tions , et  In  diagonale  serait  la  resultante. 

Si  Fune  d’elles  seulement  etait  nulle  ,les  deux 
autres  qui  , par  hypoiliese,  ne  scat  pas  en  ligne 
droile  , auraieut  une  resultante. 

Enfin  . si  deux  d’entr'elles  souiement  etaient 

7 # 

jmlles  j la  t'roisieme  serait  la  resultante  , et  par 
consequent  , les  composames  X , Y , Z doivent 
etre  nulles  tomes  trois  , pour  donner  une  re- 
sultante nulle. 

ii:q  * . . . •»  O > : - . . ' A 

] Co  roll aire  I. 

'■  ■ •*  *■ 

ii<  *•  : . - ! f * * * ■ , I , t f l « 

• ’ *“  * * * » l-  i * 4 £ # i , 1 , _ T , ■ !'  J!  _ 

43.  On  voit  par  !e  Theoreme  precedent, 
( qn  on  pour  rail  nomnier  Je  parallel*?  pi  pede 
des  forces  ) qu’une  force  quelconque  dor  nee  ft 
est  tou jours  decomposable  en  trois  autres  X , 


i 


► 
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Y,  Z respectivement  paralleles  a trors  lignes 
donnees  dans  l’espace  , pourvu  que  deux  de 
eelles-ci  ne  soient  pas  paralleles. 

Gar,  eo  prenant  la  partie  A F pour  repre- 
senter la  quantile  de  la  force  R , et  men  ant  par 
le  point  A ^’application  trois  lignes  paralleles 
aux  droites  donnees  chacune a chacune , on  con- 
duira  par  le  point  A trois  plans  inde finis  X Y, 
XZ,  YZj  et  par  le  point  F trois  autrcs  plans 
respeetivement  paralleles  aux  premiers  ; et  ces 
six  plans  determiner  on  tie  parallelepipede  dont 
les  trois  arretes  continues  AB  , AC,  AD  re- 
presenter  out  les  trois  composantes  X , Y , Z* 

I ...  . * • 8 ■ 

Coro  Heart  II.  . 

t i 

- , * \ * ■ 
r T 1 I r ’ • • 3 ‘ I _ m 

44*  Si  le  parallelepipede  est  rectangulaire , 

■ - r ,■  J 1 ^ 1 ‘ 

on  aura  dans  le  rectangle  A D J?  G : AF  = 

__  ^ * J * 

A D1  4-  A G ; niais  dans  le  rectangle  A B G G , 
on  a : A G1  = AG1  -+-  A B* ; done  en  substi- 


tuant  cette  valeur  A G“ , oil  aura  : 


H-A  cx 


et  par 


conse 


»■ 


-Ge  qui  donne  R = V"  X2  -f-  Y2 Z*  pour  la 
valeur  de  la  resultante  en  fonction  des  trois 


composantes. 


* » 
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- 45:  Si  I on  veut  avoir  les  trois  coniposantes 
en  foriciion  de  la  resultante  etdes  angles  qu’ellcs 
fontavec  elle,  en  nommant  d’abord  a Tangle 
que  la  rcsn  1 lame  K fait  avec  la  coniposante  X, 
on  aura  visil  dement : A P : A B : : 1 : cos.  a * et 

1 * 

par  consequent : 


» * 


1 1 • / f 


* ■». 


R : X : : 1 : cos.  ct : 


1*4"  ■ * 


d^oii  Ton'  tire  : X — R cds.  «. 

^9  k £•'  “ 

* i ? ; j t t B : i ' 1 

En  nomniant  de  mcnie  £ et  y les  angles  que 
la  resultante  fait  respective  mem  avec  lescompo- 
san-tes  Y et  Z , on  troitvera  : Y = R cos.  jS  , 
Z = R cos.  y : d’oii  il  suit  qu’on  trouvera  les 
valours  des  trois  coniposantes  respectives  , en 
mnkipliant  la  resultante  par  les  cosinus  respec- 

'C  i . K i ) m 1 v u?q  iit 

tils  des  ! rois  angles  que  sa  direction  forme  avec 
ics  direction  sr  de  ces  coniposantes, 

<04>£f  ■ slgnetr  n "i  l * lr  dam  A -f  “u  . 

Memanjua*  - . 


-j  Jean  a r.  :*ao 


fl.  ». 


L-i  ■ 


I ; . r. 

1 / ■ . • i I 


46.  Puisqu’oj*  a trouve  R¥=  X1-!-  Y*  Z1 

t pou  r X,  Y,  Z -lours,  v a I eurs  res- 

n J 1 

pectives  R cos.  R cos,  /3  y R cos.  y j on  aura  : 


■ *fc 

w.  * 


R1  = R1  cos.1  a -j-  R1  cos.1  J8  -b  R1  cos.1  7/ : 


ou 


r 


r h 

- M • 


1 1 


f ■ * J 


V t 

JL  m 


* * 


, f - 


R1  = R1  (cos.1 « -4-  cos.1  j3  -f-coS.1  y ) 


1 f 

a.  J ~ 4 


■ •#  ^ 
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d’oii , cos.1  a -+-  COS.1  (8  ■+-  cos.1  y 

W I - <#  ’ «B 

. ~ a y • — • , 1 - * I i •>  i 

relation  connue  qui  a ton  jours  lieu  eiure  les 
angles  (fue  to  one  droite  avec  trois  axes  rectan- 

giilaires  dans  1’espace,. 

“ * ” 1 * 
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Composition  et  decomposition  des 
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Couples . 


i ■ n ! 1 0 - 1 


) ir' 


Pour  abreger  le  diseours,  nous  a 
rons  couple  fensemble  de  deux  forces  f telles 
p et  egales  , paralleles  et  contraires 

mais  non  appliquees  au  me  me  point.  La  per— 
peildieulaire  commune  AB  , menee  entre  Jes 
directions  des  deux  forces  , sera  le  bras  de 
levier  du  dtfuple  ; et  le  produit  Px  AB  de 
l’une  des  forces  par  le  liras  du  ievicr , en  sera 

uonime  le  moment . 

Quelle  que  soit  faction  de  deux  forces  telles 
que  P et  — P?  sur  le  corps  an  quel  elles  sent 
appliquees,  nous  avons  vu  (3s)  que  cette action 
ne  pent  etre  co  nt  r e b a lan e'e e par  celle  d aueune 
simple  force  appliquee  comme  on  voudra  au 
mem e corps;  eique  par  consequent  f eirbrt  d un 
couple  ne  peut  etre  compare  d'aucune  maniere 
a une  simple  force.  Pour  distiii  guer  cette  nou- 


g*  *7- 


* 
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velle  cause  de  mouvcment , qni  est  en  quelque 
sorte  d’une  nature  particuliere , on  pourrait 
appeler  en$rgie.  An  reste,  com  me  on  verra 

toiu*4-l  lieu  re  que  Venergie  dun  couple  est  me- 

* 

suree  par  son  moment > on  pourra  souvent  subs- 
titute r ce  second  mot  an  premier,  ou  les  prendre 
queJquefois  Fun  pour  1’autre. 

Ea  composition  des  couples  forn^era  Ja  se- 

1 tf  ■*"  \ - \ * TL.  4 

oondc  partie  essentielle  des  principes  de  notre 
Statique,  et  se  reproduira  dans  le  cours  de  cet 
Ouvrage  presqu  aussi  souvent  que  la  composi- 
tion des  forces.  On  en  verra  bientot  deriver  les 
lois  de  Feouilibre  d une  nianiere  si  naturelle  et 

S®  ♦ !H 

si  simple , que  1 on  nous  pardonnera  davoir 
paru  nous  arreter  ici  a 1 examen  d’un  cas  sin- 


gulier  , Jorsque  nous  tendions  peut-e  tre  e plus 
directement  possible  vers  le  but  principal. 

Ce  que  nous  allons  dire  sur  les  couples  est 
loui-a-fait  indeoem  ant  de  lefFet  quails  pro— 
duisent  sur  les  corps  ; mais  lorsqu’on  voudra 
se  faire  une  idee  des  sens  respectifs  de  difierens 
couples  si  lues  dans  le  itmc  plan  , on  pourra 
se  representer  que  les  milieux  de  leurs  bras 
de  lcvier  sent  fixes  : alors  Feffet  de  ehaque 
couple  sera  visiblement  de  faire  toil rnerle  corps 
nutour  du  milieu  de  son  bras  de  levier  , et  Ton 
distinguera  facilement  le  sens  des  couples  , en 
distinguam  les  couples  qui  tendent  a faire 
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tourner  Jans  un  sens,  davec  eeux  qui  tcndent 
a faire  tourner  dans  le  sens  contraire.  Mais  ne 
per  dons  pas  de  vue  qu’il  n y aura  reelleinent 
aucun  point  fixe  , a moms  que  nous nen  aver- 
iissions  expressement , et  que  l’idee  de  rotation 
qui  est  purenient  accessoire  , ne  servira  qua 
faire  image  au  besoin. 

4-8.  Nous  avons  vu  plus  haul  qu’une  force 
peut  etre  iransportee  en  un  point  quelconque 
de  sa  direction  , pourvu  que  ce  point  soit  lie 
au  premier  d’une  maniere  invariable  : voici  une 
proposition  analogue  pour  les  couples,  quin  est 
pas  moins  remarquable  que  la  premiere , et 
dontnous  ferons  le  plus  grand  usage  par  la  suite. 

Lemme. 

49.  Un  couple  quelconque  peut  etre  trans- 
port partout  oil  Von  ojoudra  dans  son  plan 
ou  dans  tout  autre  plan  parallels , et  tourne 
comme  on  voudra  dans  ce  plan  > sans  que 
son  ejfet  sur  le  corps  auqutl  il  est  applique 
en  soit  change  , pourvu  qu  on  suppose  le 
nouveau  bras  de  levier  inmriablement  attache 
au  premier , 

Pour  demontrer  plus  facilement  cetle  pro- 
position, nous  ladecomposerous  en  deux  aulres. 

Soit  d’abord  le  couple  (P, — P)  applique  Fig.  18. 
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perpendiculairement  sur  A B ; prenons  on  I on 
vo udi  a j dans  le  plan  de  ce  couple  ou  dans  tout 
autre  plan  parallel©  , la  droite  CD  egale  et 
-parallel  c a A B : joignons  AD  et  B C qui  seront 
dans  up  me  me  plan  , et  se  confront  visible- 
mentau  milieu  I de  leurs  longueurs  respectives; 
et  supposons  eiffin  les  droiles  AB  et  CD  iiees 
eulr’elles  d une  manic  re  invariable. 

si  r on  applique  sur  la  ligne  CD,  paraJlele- 
mentaux  forces  Pet  — P,deux  couples  con  traires 
(PC  — P* } > (PC  — P'* ) * egaux  cntr’eux  et 
au  couple  propose  (P,  — P ),  ii  est  evident  que 
ces  deux  couples  se  detruirom  d’eux-memes , 
et  que  par  consequent  Fetfet  du  couple  (P,  — P) 
ne  sera  pas  change  ; mais  , d’un  autre  cote,  il 
est  facile  de  yoir  que  les  deux  couples  ( P,  — PA 
et  ( PA,  — Pv  ) se  detruisent aussi  d’eux-m  ernes ; 
car  le  point  I etant  a la  fois  le  milieu  ties  deux 
lignes  AD  et  B C , les  deux  forces  ega  I es  et 
paralleles  P et  P"  , appliquees  sur  AD  , don- 
nent  une  resultante  par fai lenient  ega I e et  op- 
poseea  la  resultante  des  deux  Ibices  — Pet  — PC, 
appliquees  sur  B C.  On  peut  done  supprimer 

les  deux  couples  ( P , — P j,  ( P C F'  ) * et 

il  ne  reste  plus  que  le  cou  pie  ( F 4 — P' ) ap- 
plique sur  CD,  lequel  nest  autre  chose  que 
couple  primitif  qu’on  aurait  pour  amsi  dire 
transport©  parallelement  a ses  forces,  de  ma- 
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Hiere  queson  bras  de  levier  AB  mt  Venu  dans 
la  position  parallel e CD, 

Soit,  en  second  lieu,  le  couple  (P,  — P ) Fig 
applique  perpeudiculairemcni  sur  A B,  T irons 
dans  le  plan  de  ce  couple  , sous  un  angle  quel- 
conque  avec  AB,  la  droiie  C D = A B , et 
supposons  que  ces  deux  droites  se  con  pent  au 

milieu  I de  lours  longueurs  respf  olives , et 

^ _ 

soient  invariab lenient  lixecs  entr  dies. 

■"  • -r 

Si  Ton  applique  a angle  droll  sur  C D , deux 
couples  contrail  es  egaux  cnir’eux  el  au  couple 
propose  (P, — P ) , ces  deux  couples  se  de- 


truiront  d’enx  - me  rues  , et  par  consequent 
Pellet  du  couple  P , — P)  ne  sera  pas  change. 
]\[ais,d  un  autre  cole,les  deux  couples  (P,  — P), 
( P''  , — P'7  ),  sc  del  rui  sent  aussi  d’eux-m ernes : 
car,  avec  un  pen  d’aitention  , on  voit  que  les 
deux  forces  e&alesP  et  ■ — P"  qui  se  renconlrent 

O 1 

en  G , donneut  une  resultante  egale  et  directe- 


ment  oppose e a la  resultante  des  deux  forces 
- — P et  V ' qui  se  renconlrent  cn  H.  On  pent 
done  sup  primer  les  deux  couples  ( P , — P ) , 
( P" , — P")  , et  il  ne  resle  plus  que  le  couple 
( P',  — P' ) applique  sur  C D , lequel  n’est,  ; >our 
ainsi  dire,  que  le  couple  prirnitif  qu'on  aurait 
tourne  dans  son  plan,  de  rnaniere  queson  bras 
de  levier  A B fut  venu  dans  la  position  obli- 
que C D. 


(flMf 
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De  ces  deux  propositions  retimes  , on  pent 
conclure  qn’un  couple  quel  couq  ue  , sans  que 
son  effet  soil  change  , peat  elre  transport  dans 


telle  position  quon  voudra : ear  on  pent  d’abord 


le  transporter  pa  rail  element  a ses  forces  dans  le 
plan  donne , de  maniere  que  le  milieu  de  son 
bras  de  levier  touche  au  point  donne  qu’on 
voudra  , et  Ton  pent  en suite  le  tourner  autour 
de  ce  point,  de  maniere  a l’amener  dans  la 
position  donnee  : oil,  reciproqnenieru,  on  peut 
le  tourner  d’abord  dans  son  plan  3 de  maniere 
que  ses  forces  de  vienne  tit  pa  rail  el  es  aux  nou- 
velles  directions  qu’on  vent  leur  donner  , et 
ensuite  le  transporter  immediatement  dans  la 
position  donnee* 


Transformation  des  Couples 7 Mesz/re 


Lem  me . 


Fig.  20.  5o.  Un  couple  quelconque  (P,  — P)  ap~ 

plique  sur  un  bras  de  levier  A B , peut  etrc 
change  en  un  autre  ( Q,  — Q ) de  uwtne  sens , 
applique  sur  un  bras  de  levier  B C dijferent 
du  premier , pourvu  quon  ait : P : Q : : BC  : AB, 


ou  PxAB— QxBC  , c?esL -a  - dire  > pourvu 
que  les  momens  de  ces  couples  soient  eg  aux. 


Prenoni 
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Prenons  en  eiVel  sur  le  prolongement  de  AB 
une  par  tie  que  Icon  que  BC,  el  appliquons  sur 
BC  paraU element  aux  forces  P et  — P , deux 
couples  ( Q , — Q ) , ( Q' , — Q'  J egaux  et  con- 
traires  : Ieur  eflet  sera  absolument  slid  ; et  par 
consequent  celui  du  couple  ( P , — P ) ne 
sera  pas  change.  Mais  , dun  autre  cote,  si  J on 
suppose  que  Jes  forces  P el  Q , et  par  conse- 
quent P et  Q' , sent  en  raison  inverse  des  li- 
gnes  AB  et  B C , Ieur  r^suhanie  qui  est  egale 
• a P-hQ',  passe  en  B,  et  delimit  evidernment 
les  forces  com raires  — P — Q'quis’y  trouvent. 
On  peuidonc  supp rimer  les  quatre  1 drees  P,  Q', 

' — P,  — Q'  y et  il  ne  reste  plus  que  le  couple 

( Q,  — Q ) applique  sur  BC  , lequel  rera  place 
le  couple  propose  ( P,  — P ) applique  sur  AB, 

B 


Corolla  ire * 


5i.  In  n est  pas  difficile  de  conduce  de  Ki 
que  les  energies  des  couples  sont  pros loriion- 

* n el  les  a leurs  mo  mens. 

I 

f En  e lie t , : on  peut  voir  d’abordque  les  ener-  Fig,  21. 
' gies  de  deux  couples  (P,  — P),  ( Q,  — Q V 

* qui  agissent  sur  des  bras  de  levier  egaux  AB, 

CD,  sont  entr’elles  coniine  les  forces  P et  Q 

!!  de  ces  couples;  car  si  I on  suppose  les  forces  P 

et  Q entr’eiles  y conime  deux  nombres  entiers, 
off  jy 
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comme  5 et  3 par  exemple  , en  partageant 
cliaque  force  Pet  — P en  5 forces  cgales , et 
chaque  force  Q et  — Q en  trois  forces  egales 
cntr’eiles  et  aux  premieres  , on  pourra  eonsi- 
derer  le  couple  ( P , — P ) comme  la  somme 
de  5 couples  egaux  el  de  meme  sens,  appli- 
ques pa  rJai  lenient  fun  sur  Fautre  , et  le  couple 
( Q 7 — Q ) comme  la  somme  de  3 couples  egaux 
entr  eux  et  aux  premiers  , aussi  appliques  Fun 
sur  I’autre.  Les  energies  des  couples  ( P,  — P )> 
( Q , — Q ) , seront  done  entrelles  comme  5 

jpl 

a 3 , ou  comme  P a Q.  Si  les  forces  P et  Q sent 
incomnaensurables , on  fera  le  raisonnement 
connu  y etc. 


Main  tenant  soient  deux  couples  quelconques 
( p>  — p )>  (Qj  — Q)  ; soit  p le  bras  de  Jevier 

in  premier  , et  q le  bras  de  levier  du  second; 
le  couple  (Q,  — Q)  agissant  sur  la  ligne  qy 


est  equivalent  au  couple  f -_Q , 

\P 


agirait  sur  la  ligne  p y car  les  momens  soni 
egaux  de  part  et  d’autre  , le  premier  etant  Q 


q 

et  le  second  , AQ.  p — Q <7.  Ainsi  , au  lieu  des 
deux  couples  proposes,  on  a ces  deux-ci, 


qui  out  un  meme 
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bras  de  levicr  p.  Mais  les  energies  M ei  N de 

ces  deux  couples  sont  entr’elles  conmie  leurs 

1 

forces,  et  oar  consequent  Ton  a : M : jN  : : P : — O 
ou  bien  M : N : : V p : Q q. 

02.  Puisque  les  energies  de  deux  couples  sont 
entr  elles  dans  le  rapport  de  leurs  mo  mens , il 
s’ensuit  qne  le  moment  d un  couple  est  Ja  uie- 
sure  de  son  euergie  : car  si  J on  proud  pour 
unite  d’euergie,  celle  d un  couple  compose  de 
deux  forges  egales  a J’uuiLe  de  force , appl  iquees 
sur  un  bras  de  levier  egal  a F unite  de  ligne  , 
1 energie  du.  couple  ( P , — P ) au  bras  de  le- 
vicr p9  contiendra  autaut  de  ibis  1* unite  d’ener- 

t w 

gie , que  le  moment  P x p contiendra  le  mo- 
ment ixi  , e’est-a-aire , contiendra  1’nnite. 


Remarque, 

53.  Pqur  comparer  entr’elles  les  energies  des 
couples,  on  pourrait  prendre  aussi,  au  lieu 
oes  produits  Vp,Qq,  des  forces  par  leurs 
bras  de  levier  reclangnlaires , les  produits  de 
ces  memes  forces  par  des  bras  de  levier  obliques 
sur  leurs  directions.  Mais  il  faudrait  pour  tons 
les  couples  que  les  bras  de  levier  fissent  le  me  me 
angle  avec  les  forces.  13  est  clair  qu’alors  les 
bi’as  de  levicr  obliques  seraionl  tons  propor— 

2 
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tionnels  aux  bras  de  levier  rectangulaires  , ct 
que  par  consequent  les  nouveaux  m omens  se- 
raient  proportiotmels  aux  premiers. 

IXous  employer  on  s quelquefois  ccs  nouveaux 
mo  mens  dans  la  mesure  relative  de  differens 
coupes ; mais  nous  regarderons  ton  jours  les 
autres  corame  la  mesure  absolue  de  leurs 


energies 


Composition  des  couples  s i tu is  dans 
mi  mime  plan  7 ou  dans  des  plans 

par  alleles. 


HP  7-1  y i l-  W J m 


54.  T j n T de  couples  que  V on  voudra  , situes 
dans  un  meme  plans  ou  dans  des  plans  pa- 
r alleles , se  composent  ton jours  en  un  seal  > 
dont  le  moment  est  egal  a la  somme  des  mo - 
mens  des  couples  composans ; ou  egal  a lew 
difference,  lorsquily  a des  couples  de  sens 

inverse, 

E11  effet , on  pent  d’abord  ramener  tons  les 
couples  dans  un  m£me  plan  ? ensuile  ramener 
les  forces  de  ces  couples  an  parallelisms  , enfm 
les  changer  tons  en  d’ autres  equivalens  qui  au- 
raient  un  merne  bras  de  leyier  , et  alors  les 

appliquer  Fun  sur  1’ autre. 

Soient  P , Q,  R...  les  forces  composantes 

des  differens  couples  j p,q>  r...  leurs  bras  de 
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leyler  rcspectifsj  et  soil  D la  longueut  du  bras 
de  levier  co manta  a tous  les  couples  trans- 
formes.  Au  lieu  du  moment  P p du  couple 
( P,  — P ) ? on  substiluera  le  moment  equiva- 
lent d’un  couple  (F  , -F  ) , tel  qu’on  aurait 
p<  D — p^.  On  substituera  de  me  me  a la  place 

des  momens  R r... , les  mo  mens  Q D?  R D... 
decouples  equivalens;  ettousces  couples  Lians- 
formes  etant  appliques  1 un  sur  1 autre  sui  lc 
me  me  bras  de  levier  D,  on  aura  un  couple 
unique  resultant  qui  sera  : 

{(p'+Q'-t-R'...),—  (F+Q'  + R'.-)} 

et  dont  e moment  sera  : i (P' Hr  Q -pR ***)  xDj 
ou  P'  D+Q'D-bF  PU  = Pp-f-Q^-hR 

Ainsi  l'cnergie  re  sultan te  sera  egale  a la 
somme  de  toutes  les  energies  composantes  , ou 
bien  a leur  difference  y selon  que  les  forces 
P/ y Q'  , R' ...  qui  agiront  a la  meme  extremtte 

du  bras  de  ievier  D y scront  toutes  de  ineme 
sens  , ou  eu  partie  contraires. 


Composition  des  couples  situes  dons 

des  plans  quelconques ♦ 

Xheoreme  1 1. 

f 

55.  Deux  couples  situes,  comme  oti 'voudra , Fig.  *2* 
dans  deua:  plans  qui  se  coupent  sous  un  angle 
quelconque  > se  composent  tou jours  en  un  seuh 

’ ' - 3 
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Et  si  ton  represente  les  morn  errs  de  ces  cou- 
ples par  les  longueurs  respect  ires  de  deux 
droites  firees  sous  im  angle  egal  a celui  des 
deux  plans j etqiton  achece  Leparallelogrammey 
le  moment,  du  couple  resultant  sera  re  presente 
par  la  diagonale  de  ce  para lie logramme  > et 
le  plan  de  ce  couple  partagera  l angle  epic  font 
entreux  les  plans  des  couples  compos  at  is  , 
comme  la  diagonale  du  parade  Ingram  me  por- 
tage I" angle  cpie  font  les  deux  cotes  adjacens . 

■ 

Soient  en  efict  les  deux  couples  proposes  , 
situes  dans  les  deux  plans  A G M , A G N qui 
s e r e neont re nt  su i va n t A G j e t s n p p oso n s q 1 1 ' on 

ait  d’abord  change  ces  deux  couples  en  deux 
autre s respective ment  equivalens,  qui  auraient 


uu  rue  me  bras  de  Under. 


quelque  lieu  que  soil  shoe  le  couple 
P dans  le  plan  AGM,  on  poui*ra  Je 


rameucr  dans  ce  plan  a angle  droit  sur  i inier- 
jsection  A G , de  nianiere  que  sou  bras  delevier 
AB  tornbe  sur  rinterseclron  AG  (49)*  De 
meme,  en  quelque  lieu  que  soil  situe  le  couple 
( Q , — ( ) ) dans  le  plan  A GN  , on  pourra  le 
ranr  uer  aussi  a angle  droit  sur  la  rue  me  inter- 
section , et  de  man  tore  que  son  bras  de  levier  ? 
egal  an  premier  , coincide  a n ec  lui  en  AB. 

Alters  les  deux  forces  P et  Qapniquees  en  A, 
se  cOmposeront  en  ime  seule  R anpliquee  au 
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uieme  point  A , et  represented  par  la  diago- 
nale  All  du  parallelogram  me  construit  sur  les 
deux  Jignes  AP,  AQ,  qui  re  presen  Lent  les 
forces  P et  Q.  Les  deux  forces  — P , — Q appli- 
quees  en  B,  se  composeront  aussi  en  unesenlc 
- — R appliquee  en  B,  parfaitement  egale  , pa- 
r allele  et  contraire  a la  premiere;  ct  I on  aura  , 
au  lieu  des  deux  couples  (P>  — P ) , ( Q5  — Q )> 
le  couple  unique  ( R , — R ) applique  sur  le 
me  me  bras  de  levier  A B. 

Puisque  ces  tro  s couples  out  un  memo  bras 
de  levier,  leurs  energies  respectives  sont  pro- 
portion nellesaux  valours  des  trois  forces  P,Q>  R* 
Done,  si  Ton  represente  les  energies  des  deux 
couples  composans,  par  les  deux  lignes  AP , A Q 
qui  leur  sont  proportionnelles , 1 energie  du 
couple  resultant  sera  representee  par  la  diago- 
nale  AR  du  parallelogram  me  APRQ  cons- 
truit  sur  ces  lignes.  Or  , il  est  visible  que  les 
angles  formes  par  les  trois  lignes  AP,  AO,  AR, 
mesurentles  angles  que  font  les  trois  plans : done 
le  plan  du  couple  resultant  part  age  Tangle  des 
deuxautres  plans,  com  rne  la  di  agon  ale  A R par- 
tage  Tangle  P A Q des  deux  cotes  adjaccns  AP, 
A Q.  Done  , etc. 

Coro l la  ire. 

56.  On  pourra  done  ion  jours  require  a up 

4 
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soul  tant  de  couples  quc  l'on  voudra  , appli- 
ques a nix  corps  dune  la  a me  re  quelcdnq tie  dans 
l’ospace  : car,  en  Its  cqmposam  success!  vement 
deux  a deux,  comme  nous  venous  de  fax  re , on 
arriv.  ra  necesiairemeiH  a mi  couple  unique 
dont  on  comiaifra  Je  plan  cl  l'energie , el  qui 
sera  equivalent  a tons  les  autres. 


e II. 


07.  Ov  pent  aussi  decomposer  un  couple  en 
deux  autres  situes  dans  deux  plans  donues  , 
pourvu  < | ue ces  plans  et  celui  du  couple  | Propose 
se  ren  con  (rent  suivant  unp  memo  drone  , ou 
suivant  des  droites  parallel  os;  (carets  trans- 
porta  nt  le  plan  de  Fun  de  ces  couples  para  He— 
lenient  a Iui-menie,  ce  qui  est  per  mis  (4^  ) , on 
rassemblerait  lex.rs  trois  intersections  paralleles 
en  une  scale  ). 

Pour  operer  cettc  decomposition,  on  n’aura 
qu?a  suivre  dans  i ordre  inverse  le  precede  que 
nous  venous  de  do  11  tier  pour  la  composition  de 
deux  couples;  ou  bieu  Ton  s'y  prendra  de  cette 
maniere  qui  est  tres-simple  , et  dont  nous  nous 
seryii  ons  quelquefois. 

Fig.  23*  58.  Spit  AZ  la  commune  intersection  des 

trois  plans  : nienons  a volonte  1111  plan  Y A X 
qui  les  coupe  suivant  les  trois  iignes  res pec- 
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lives  AY,  AY,  AX;  et  soil  Z AV  le  plan 

du  couple  propose. 

De  quelque  maniere  que  ce  couple  ( P,  — P ) 
soil  situe  dans  le  plan  ZAV,  on  peut  le  placer 
de  maniere  que  ses  forces  soient  paralldes  a 
Finterseclion  AZ,  et  que  la  direction  de  Tune 
d dies,  com  me  de  la  force  — P,  coincide  avec 
cette  meme  intersection*  Alors  la  direction  de 
l1  autre  force  P rencontrera  quelque  part  en  B 
la  droite  A V , et  l’ on  aura  le  couple  (P,  — P ) 
applique  dune  maniere  quelconque  sur  AB  ? 
com  me  on  le  voit  dans  la  figure.  MainLenant 
formons , suivanl  les  directions  AY  , AX, 
avec  A B comme  diagonale,  le  parallelogram  me 
BC  AD;  et  a Fun  des  angles  G ou  1) , en  D 
parexemple,  appliqnons  deux  forces  comraires 
P,  — P',  egales  et  pa  rail  e les  aux  forces  P et  P 
du  couple  propose.  Leffet  de  ce  couple  ue  sera 
pas  change.  Mais  actuel  lenient  , au  lieu  du 
coil  pie  ( P,  — P)  applique  sur  la  diagonale  A B, 
on  pen  ten  con  side  re  r deux  a u ires:  Tun  (Vf,  - 
applique  sur  le  cote  AD  dans  Fun  des  plans 
don nes  Z A Y : l aulre  ( P,  — P'  ),  applique  sur 
BD  parallelement  a Fautre  plan  Z AX.  Or,  ce 
couple  peutetre  transporle  parallelement  a lui- 
meme  dans  cv  plan  Z A X,snr  le  cote  AC— BD; 
et  Foil  aura  alors  , au  lieu  du  couple  ( P , — P ) 
applique  sur  la  diagonale  A B > deux  couples 
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(P', — P i,  (P?  — P'),  co  in  poses  de  forces  egalcs  et 
paralleles  aux  premieres  ? appliques  dans  les 
deux  plans  don  ties  sur  les  cotes  A.D , AC* 

Remarque * 

5q*  Si  Ion  supposait  que  le  plan  \ AX  est 
mene  perpendiculairement  a la  commune  in- 
tersection AZ  des  plans  des  trois  couples, 

i 4 . * <■ 

les  forces  de  ces  couples  seraient  perpend  icu- 
lalres  aux  lignes  AY,  AY  , AX;  et  comma 
ces  forces  soul  egales,  les  energies  des  couples 
seraient  proportion n ell es  a leurs  bras  de  levier 
A 1 1 A B , AC;  et  da  pres  ce  que  nous  venous 
dedire,  on  retomberait  sur  la  proposition  pre- 
cedence , n°.  ( 55  ) ; ce  qui  fournit , comme  on 
voii , une  nouvellc  demonstration  de  cette  pro- 
position. 

■ 

Maniere  plus  simple  d’ exprimer  les  Theoremes 
qui  concernent  la  composition  des  Couples. 

6o.  Au  lieu  de  determiner  a position  d’un 
couple  par  cello  de  son  plan  , on  pent  aussi  la 
determiner  par  la  direction  d ime  droite  quel- 
conque  perpendiculaire  a ce  plan  , et  que  I on 
pourra  no  miner  V axe  da  couple.  Puisqiiun 
couple  pent  eire  suppose  applique  ou  Ton 
voudra  dans  sou  plan  , ou  dans  tout  plan  pa- 


ft 
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rallele  , il  esl  visible  que  I on  connaitra  la  po- 
sition d un  couple  dans  Fespace  ^ lorsque  I on 
cpnnaitra  la  direction  de  son  axe  ; car  en  ele- 
yant  ou  Ion  voudra  sur  cet  axe  un  plan  per- 
pendieulaire , ce  plan  pourra  etre  pris  pour 
celui  du  couple  propose. 

Au  moyen  de  cette  remarque  , nous  expri- 
merons  plus  com  mode  men  t dans  1c  discours 
et  dans  le  calcul  , le  theorem e que  nous  venous 
de  demon trer  , et  celui  que  nous  y ajouterons. 

61.  Soit  le  paralleiogrammc  ALGM,  et  Fig 
eoncevons  suivant  les  deux  cotes  AL,  AM, 
et  suivant  la  diagonale  AG,  trois  plans  eleves 
per  pen  dicu  lai  re  m eut  sir  le  plan  de  ce  paral- 
lelogram me.  Nous  venous  de  voir  que  s'd  y a 
dans  les  deux  premiers  deux  couples  dont  les 
momens  respectifs  soient  representes  par  les 
deux  cotes  AG,  AM,  ces  deux  couples  se 
composei  ont  en  un  seul  situe  dans  le  troisLeme 
plan,  et  dont  le  moment  sera  represente  par 
laj  diagonale  A G. 

Or  , si  par  le  point  A et  dans  le  plan  du  pa- 
rallelogramme  , on  tire  trois  lignes  AL' , A G', 

A M' , perpendiculaires  aux  trois  lignes  respec- 
lives  AG,  AG,  AM,  il  est  facile  de  voir 
que  ces  trois  lignes  seront  respectivemciU  per- 
pend iculaires  aux  plans  des  inns  couples  , 
on1  el  les  feroiit  entr’elles  les  monies  angles  que 
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les  trois  lignes  AL,  AG,  AM,  et  que  par 
consequent,  si  I on  prend  AL'=AL,  AG'=AG, 
A M'~A  M , on  fbrmera  tin  parallelogramme 
A L'G'M'  pa  i fakement  egal  an  premier  ALGM. 

Done  I on  pourra  dire  , que  si  deux  couples 
situes  dans  deux  plans  respect ivement  per - 
pendiculaires  mix  deux  cotes  d'un  parallelo- 
gramme A L G'  M' , sont  represented  en  ener- 
gies par  les  longueurs  respect  ices  AL\  AM' 
de  ces  cotes ; le  couple  resultant  sera  sitae 
dans  un  plan  perpendiculaire  a la  diagonale } 
et  represents  en  energie  par  la  longueur  A G' 
de  cette  diagonale . 

On  plus  simp  lenient  : deux  couples  repre- 
semes , pour  leurs  axes  et  pour  leurs  energies, 
par  les  deux  coles  respectifs  AL',  AM'  dun 
parallelogram  me  , se  co  m posen  t en  un  seul  re- 
presente , pour  son  axe  et  pour  son  energie  , 
par  la  diagonale  A G'  de  ce  parallelogram  me* 

6 2-  On  voit  ici  par  un  raisonnemen t tout-a-* 
fait  semblable  a celui  du  n°.  (0k),  que  deux 
couples  qui  agissent  dans  des  plans  qui  se  con- 
pent , on  qui  ne  sont  pas  paralleles , ne  pen  vent 
jamais  donnerun  couple  resultant  mil,  a moins 
qu’ils nescient  nuls  tons  les  deux  a-la-fois. 

Remarque . 

i 

63.  Loksque  les  plans  des  deux  couples  com-4 
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posans  sont  rectangulaires  entreux,  les  deux 
perpendiculaires  a ces  plans  , ou  les  deux  axes 
A IV  AM',  sont  aussi  rectangulaires;  et  1 on  a 

dansle rectangle  AL'G'M', AG  =AL  -i-AM  ; 
de  plus,  si  1’on  nomme  a.  et  @ les  angles  que 
fait \la  diagonale  AG'  avec  les  deux  cotes  adja- 
cent A IV  , AM';  on  a AL'  = AG'  cos.  * , 
AM'  = A G.  cos.  i2. 

Done  , en  designant  simplement  les  trois 
energies  respective^  par  les  lellres  L,  M,  G, 
on  a pour  leuergie  resultante  G ; G*  = L -4-M  > 


foil  G = V LV  -H  M , et  pour  les  angles  que 
son  axe  fait  avec  les  axes  des  deux  auties 

L 

( j COS.  et  , M.  = G.  COS,  /2  5 d OLl  COS.  ct  — » 
M 

G' 


L 


cos.  jS 


G 


T heart  me  III 


■p' 

64.  Trois  couples  sit ues  dans  trois  plans  JS 

respectivenient  perpendiculaires  aux  trois  at  - 
retes  contigues  dJun  parallelipipede  , et  re p re- 
sent es  en  energies  par  les  longueurs  respectives 
de  ces  arretes , se  composent  tOu jours  en  un 
seal  situe  dans  un  plan  perpend icula ire  a la 
diagonale  ^ et  represents  en  energw  par  celts 

diagonale  elle-menie . 

Soit  en  etlet  A. . . G le  parallelipipede  , 


6 2 E ti  E M E K S 

A L , AM , AN,  les  cotes  qui  rep  res  en  tent 
a ia  fois  les  axes  et  les  energies  des  trois  couples. 

Les  deux  couples  represente s en  energies  par 
les  deux  cotes  AL,  AMdu  parallelogramme 
ALOM,  se  composeront  en  un  seuJ  , repre- 
sente en  energie  par  la  diagonale  AO,  et  situe 
dansun  plan  perpend iculaii  e a cette  diagonale. 
Maintenam  ce  couple  , et  le  troisieme  repre- 
sente en  energie  par  A N , se  composeront  en 
un  seul  , represente  en  energie  pat  la  diago- 
gonale  A G du  parallelogram  me  AN  ( \ O , et 
situe  dans  un  plan  perpendiculaire  a cette  dia- 
gonale. Or  cette  diagonale  est  en  meme  temps 
cell e du  parallelipipede  : done  etc. 

65.  On  Toit  encore  ici  , par  le  m|m e raison- 
nement  quo  celui  du  n°.  (42)>  qne  si  trois  cou- 
ples agissent  dans  trois  plans  qui  forment  un 
angle  solide , ou  qui  se  con  [tent  en  un  joint 
unique  , ils  ne  peuveiit  jatnais  avoir  un  couple 
resultant  nul , a moins  qu’ils  ne  soient  nuls 
en  meme  temps  tous  les  trois. 

Remarque * 

66.  Lorsqxje  le  parallelipipede  est  rectangu- 
laire  , en  nommant  L,  M,  N,  les  energies 
composantes  , et  G i’energic  resullanie  , on  a 
nianifestemem : G1  = L1 -+- M1  -f-  N 4. 

En  design  ant  par  * , ju  ? v > les  trois  angles  qne 
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la  (L  agon  ale  ? ou  plutot  que  1’axe  du  couple 
resultant  fait  avec  les  trois  axes  des  couples 
composans , on  a : 

L = Geos.  a,  M = Gcos.ft* N = G.cos. v. 


t 

B 

! 

I 

e 

P 

f 

ia 


COS.  fJL 


M 


cos.  V 


TV 

G' 


Done  s il  s’aiiit  c 1 e calculer  le  moment  resultant 

D 

G des  trois  momens  L,  M , N y dont  les  axes 
sont  reetangulaires  , on  aura  pour  sa  valeur, 

G fcb  , et  pour  les  angles 

A , p , v y que  son  axe  fait  avec  les  trois  axes 
des  momens  composans  : 


ft 
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Q 

► 

lit 

r 

it 


it 

5 


Cos.  A 

L 

V L1  • 

+-  M! 

• Nl, 

Cos.  fX  : 

M 

V L1 

M1 

’ H-  IN1  , 

Cos*  V — 

T 

N 

V L1  - 

H-M1 

4-  3Nc 

C’"l  ’ * . 

oil  s agit , 

an  contra  ire  ? 

de  decomp 

Fenergie  G d un  couple  en  trois  aulres  siiuees 
dans  trois  plans  rectangu laires  entr  cux?  on  dont 
les  trois  axes  soient  rectangulaires  > on  aura  9 


pour  les  valeurs  respect  ives  des  energies  com- 
posantes  7 L = G cos.  A ? 3V1  — G cos.  p 9 
N = G cos.  ? $ a j p 7 v , etant  les  trois  angle® 


f 
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que  Paxe  du  couple  donne  fait  avec  ceux  dcs 

couples  comoosans  cherches. 

67.  An  resle  , nous  ne  nous  arrelerons  pas 
sur  ces  details  : nous  lemarquerons  settlement 
qu’entreles  sept  quautues  L , M , N , G,  cos.  x, 
cos.  ft,  cos.  v , on  a quatre  equations  qui  sout: 

GL  = Ll  -r  W N1 , L — G cos.  x , 
M = G cos.  fj.y  IN  — G cos.  v,  au  moyen  des- 
quelles,  conuaissant  d’ailleurs  trois  de  ces  qunn- 
tites , on  pourra  determiner  les  quatre  autres. 

II  faut  pourtant  excepter  le  cas  ou  1’on  ne 
connaitrait  que  Jes  trois  angles  X,  m,  v ; alors 
on  ne  pour  rail  obtenir  que  les  rapports  des 
energies  L j M , IN'  , G . 

Conclusion  generale  de  ce  Ciia  pitre. 

Composition  des  Forces  dir i gees  coniine 

on  voudra  dans  C e space • 

68.  Soient  taut  de  forces  que  Ton  voudra  P , 
E , P„  etc.  appliqueesd’une  nianiere  q uelconqua 
dans  l cspace  , a un  corps  ou  systeme  libre. 

Je  considere  d abordl’une  d elles,  la  force  P, 
par  exemple,  qui  est  appliquee  au  point  B. 
Pm  suite,  au  point  A ? arbitrairement  pris  dans 
p;g.  26.  ce  corps  , ou  a u- dehors  ( pourvu  cjubn  I’y  sup- 
pose invariablement  fixe)  i applique  deux  forces 

CPJtraires 
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contraires  P',  —P  egaleset  paralleled  a la  force 
P.  II  est  clair  que  je  n’ai  rieu  change  a fetai  da 
systeme.  Mais  je  puis  considercr  main  tenant, 
au  lieu  de  la  force  P appliquee  cn  B,  la  force 
P appliquee  en  A,  et  le  couple  (P,  — F)  agis- 
tant  suv  hi  droitc  AB.  Si,  pour  plus  de  clarte, 
on  transpoue  ce  couple  ai Hears  dans  un  plan 
quel  con  que  parallele  au  slen  , il  ne  restera  au 
point  A quo  ia  force  P'  eg  ale  cl  parallele  a la 
force  P , et  qui  n est  , en  quelque  sorie^  que 
ceue  me  me  force  Pqifoft  aurait  trausportee  pa- 
ra lie  lenient  a elle-menie  de  B eu  A. 

Si  Ion  fait  la  meme  transformation  pour  tomes 
les forces  du  systeme  a l egat'd  du  meme  point  A, 
il  est  manifeste  que  tomes  ces  forces  viendront 
s y reumr  parallele  meat  a cl  les- me  rues  , mais 
quii  y aura  de  plus  dans  le  system e a u taut  de 
couples  appliques  provena  ns  de  ciiaquc  trans- 
it mation.  Or,  tomes  les  forces  appli  juecs  aa 
point  A se  composerout  en  uue  scale  fl,  etp;  %~ 
tousles  couples,  en  un  seul  couple  ( S,  — $) 
applique  sur  une  cert  am  e droits  B C. 

Ce  qui  nous  apprend  que  taut  deforces  que 
ton  'voudra  appliqutts  dime  manic  re 
conque  a un  corps  , pen  vent  tou jours  se  re- 
duire  a une  seule  force  et  d un  couple  unique , 

lesquels  serout  en  gfn&ralsitues  dans  des  plans 
different. 

E 


i 
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Gbservons  , en  passant,  que  la  quantile,  la 
direction  et  le  sens  de  la  rcsultante  R seront 
lou  jours  les  ni  ernes  , en  quel  que  lieu  quon 
ait  pris  le  point  A.  En  variant  la  position  de  ce 
point,  la  rcsultante R ne  fera  que  se  transporter 
parallelement  a elle  - meme  en  differens  Jieux 
de  respace;  mais  leplan  et  l’energie  du  couple 
resultant  ( S , — S ) changeront  uecessairement. 


Corollaire  I. 


Qui  conttent  les  his  de  lequ'dibre  de  tout 

srsteme  libre . 


69.  Ux  couple  lie  pouvant  jamais  etre  term  en 
equilib re  par ai|cune  simple  force  dirigee  comine 
on  voudra  dans  l espace  , il  res  11 1 te  de  ce  que 
nous  venous  de  dire  qu'il  ne  pourra  jamais  y 
avoir  cquilibre  dans  le  system e , a moins  que  la 
rcsultante  R des  forces  ne  soit  nolle  d' elle- me  me, 
et  quele  moment  du  couple  resultant  ( 8,  — S) 
ne  so  it  aussi  nul  de  lui-meme. 


A in  si  ytouies  les  forces  appliquees  an  sjstemej 
el  ant  transporties  paralle  lenient  a elles-memes 
en  un  point  quelcouque  du  srsteme  on  de  tes- 
pacCj  do  i vent  s’yfaire  eq  id  lib  re  entrelles  ; et 
tons  les  couples  a a' e lies  produisent  en  se  trans- 


port ant  en  ce  point , doivent  aussi  sefaire  eqid- 
libre  entr’eux. 


b E S T A T I Q'  U E 
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Remarque* 

70.  I elles  sont,  pour  un  system e libre  quel- 
coi§que,de  forme  invariable,  les deux  conditions 
d’equ! libre  necessaires  eL  snffisantes,  c eSt-a- 
dire , sans  les  que  lies  lequiiihre  ne  pourra  sub- 
sister  , et  telles  qu  ii  aura  maiiifestement  beu  , 
si  el  les  soni  remplies. 

Pour  develop  per  ces  deux  conditions,  il  fau- 
dra  remonter  a la  va!eur  < ! e la  resultan te  R , et 
a la  valeur  du  couple  resultant  ( S,  — S ),  on  con- 
servant  les  lois  qui  lient  la  resultan te  a ses  com- 
posan les  , et  le  couple  resultant  mix  couples 
eomposans;  fiuro  ensuite  la  force  R et  le  couple 

5 

( S , — S ) lous  deux  nuls  , ct  voir  quelles  rela- 
11011s  cola  etablit  entre  les  forces  primitives  ap— 
phquees  5u  svslemt.  On  oblicndra  de  cetic  ma— 
meie  les  conditions  de  1 equdibre  , exprimees 
ait  nioyen  des  seiiles  forces  (tonnees  in  1111  edia te- 
rn ent  par  1 eta l de  la  question,  ce  qui  estla  sola- 
**  ■■■ 

Uon  du  problem e que  nous  avion s en  vue. 

IVltiis  tous  ces  developpemens  qui,  d apres  les 
prmcipes  poses  ci— dessus , ne  sont  plus  qu  une 
affaire  de  geometric  et  de  calcul , feront  lob  jet 
du  Cliapitre  suiyant. 


68 


ft  LEMONS 

Corollaire  I 1* 

- " » * 

Qui  contienl  les  conditions  ntcessaires  pour 
que  toutes  les  forces  appliquees  au  sjsteme  > 
aierit  une  resultante  unique  > lorsqu' elles  ne  se 
font  pas  equilibre, 

71.  Toutes  les  forces  appliquees  au  systeme 
etant  rarnenees , ainsi  que  nous  venous  de  le  voir, 
a une  seule  force  et  a un  couple , supposons  que 
ceue  force  R et  le  couple  ( S,  — S )se red  ui  sent 
effectivement  a une  Seule  force,  ou  , si  Fon 
vent,  qu’unc  force  unique  R'  fasse  equilibre  au 
couple  ( S , *— S J el  a la  for  ce  R. 

Puisqu’il  y a equilibre  enire  les  deux  forces 
R , R'  et  le  couple  ( S , — S ) ? je  dis  que  It  s deux 
forces  R et  R'  doivent  former  un  couple  con- 
traire  et  equivalent  au  couple  (S,  — S ) , et 
siluidans  le  me  me  plan,  ou  dans  un  plan  pa- 
rallel , ce  qui  esi  ici  la  merne  chose. 

Car , i!  ne  peut  arriver  que  trois  cas  : ou  les 
deux  forces  11  et  R'  scroti t susceptibles  de  se 
reduirea  une  seule,  et  alors  ceite  force  ne  pourra 
faire  equilibre  au  couple  ( S,  — S ) ; ou  elles  se 
reduiront  a une  seule  avec  un  couple,  el  alors 
ce  couple  et  le  propose  ( S , — S ) sc  reduiront  a 
un  seal,  qui  ne  pourra  pasetre eu  equilibre  avec 
la  force  : ou  bien  enfin,  elles  se  reduiront  a un 
seul  couple,  et  c’est  le  seul  cas  qui  puisse  arriver- 
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II  iaut  done  au  moins  que  les  deux  forces  R 
et  IV  forment  ensemble  un  couple.  Mais  pour 
que  ce  couple  fasse  equilibre  au  coup  I e ( S , — $ ), 
il  est  necessaire  qu’il  soit  situe  duns  le  me  me 
plan  ou  dans  un  plan  parallele,  saus  quo!  ces 
deux  couples  se  compose raient  tou jours  on 
un  seul  qui  lie  pourralt  jamais  etre  mil  62  ),  et 
il  n’y  aurait  pas  equilibre.  Done  la  direction  de 
la  resultan tc  R doit  etre  parallel e au  plan  du 
couple  resultant  (S,  — S ) ; et  par  consequent , 
toutes  les forces  appliquees  au  sysleme  ne  pour - 
ront  jamais  se  red  a ire  a une  seiilej  a moins  que 
la  resultante  de  ces  forces  transporters  pa - 
rallelement  a elles-memes  en  un  me  me  point  > 
n*  ait  une  direction  par  allele  au  plan  du  couple 
resultant ; et  celay  en  quelque  lieu  de  Fespace 
quon  ait  pris  d’abord  le  point  oil  Fon  a trans- 
ports toutes  les  forces. 

Cette  condition  est  necessaire , et  il  est  clair 
quelle  si* Hi t en  general;  car,  a moms  que  la 
resultante  R ne  soil  nulle,  on  sera  ton  jours 
maitre  d'appSiquer  au  systeme  une  force  IV  qui 
soitegale,  parallele  et  opposee  a la  force  R,  et 
qui  forme  avec  elle  un  couple  ( R , — R ) de  sens 
contraire  a 1’egard  du  couple  ( S,  — S ),  et  dun 
moment  equivalent.  Cette  force  estimeeen  sens 
contraire  sera  la  resultante  generale. 


3 
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Au  reste , on  pourra  prendre  immediaiement 
cette  resultants  ; car  si  la  force  R appliquee  en 
A cst  paralielc  au  pi  an  du  couple  (S,  — S ), 
on  pourra  ameuer  ce  couple  dans  un  memo 
plan  avec  !a  force  R , el  alors  les  irois  forces  II, 
8 et  — S etant  dans  lc  memc  plan  se  com  po- 
se rent  touiours  en  unc  sonic  qui  sera  la  re- 
sultame  unique  de  tomes  les  ibie.es. 

n 2.  Dans  le  cas  011  la  force  Rest  egale  a zero, 
il  n y a point  deresuUanie  unique.  Car  loutes 
les  forces  du  systems  sent  reduites  au  seal 

mi 

couple  ( S , — S ) qui  ne  pent  jamais  se  reduire 
a une  seule  force.  A in  si,  a la  condition  prece- 
dente  qui  eiige  que  la  force  li  sou  par.'  llele  au 
plan  du  couple  ( S,  — S),  on  pour-rait  joint! re  en- 
core celle-ci,  com  me  condition  particuliere : que 

k/l  T»  * / I \ / > * VI 

force  R ne  soit  pas  egaie  a zero;  a moms  qu  il 
n’yait  equuibre,  auquelcas  la  force  result  ante 
ei  le  couple  resultant  etant  tous  deux  mils,  on 

pourrait  dire  qil’il  y a une  resultante  unique 

■ 

qui  estzero, et  qui  a d ailieufs  telle  direction  et 
telle  position  q u’ori  vent  dans  Tespace. 

Remarque  I. 

78-  Lor^ue  le  couple  resultant  (S,  — S ) et 
Fig,  28.  la  force  R ne  sont  pas  dans  des  plans  paralleled, 

il  n’y  a jamais  de  resultante  unique.  Sou. ■emeiil 
cn  transportant  le  coupie  ( S , — 8 ) , parallele- 

f*  (*  jjr 

men l a son  plan  , on  peut  arnener  1 esirfnme 
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B ou  G tie  son  bras  de  levier  sur  le  point  A , et 
alors  les  deux  forces  R et  S appliquees  on  A se 
comuosent  en  line  settle  T ; ct  toutes  les  forces 
do  system e sont  redukes  a deux  aittres  T et  — S 
non  situes  dans  le  me  me  plan. 

Ge  qui  nous  fait  voir  d’abord  que  taut  de 
forces  que  ton  voiidrct  dirigees  orbit  retirement 
dans  Fes  pact)  pen  cent  ton fours  se  red  id  re  d 
deux  an  plus , non  situees  dans  le  meme  plan . 

Et  de  plus,  que  deux forces  non  situees  dans 
le  meme  plan  , ne  pen  cent  jamais  avoir  de  re- 
sultants unique;  proposition  qu’on  regarde  or- 
dinairementcommc  evidetue,  rnaisqui  a besom 
d’etre  demontree. 

Remarque  1 1. 

7 4' Gomme  ilparaitincon  testable  qit'un  co u ■ > le 
ne  peut  etre  en  equilibre  autour  d’un  point  fixe  , 
par  exemple  a utour  du  milieu  de  son  bras  de 
levier,  remarquons  cette  difference  entre  l'e- 
q u ilibre  d e pi  us i eu  r s fo r ces  appl  lque e s a u n corps 
assujeli  a tourner  autour  dun  point  fixe,  et 
requili bre  de  plusieurs  couples  qui  Seraientap- 

!■  r . 1 

pliques  au  meme  corps. 

Dans  le  premier  cas , il  n’est  pas  nccessaire 
que  les  forces  aient  une  result  ante  liulle  d'dle~ 
meme  ; il  suflit  qu’elles  aieni  une  resultante  qui 
passe  par  le  point  fixe  oil  die  sera  detruite. 

4 


72  E L E Iff  IS  N S 

Mais  dans  le  second  , il  faut  necessairement 
quo  les  couples  appliques  an  corps  doiincnt  uu 
couple  resultant  mil  tie  lui-meme,  com  me  s’il 
n’y  avail  pas  de  point  fixe  dans  le  corps.  Gar , si 
ce  couple  n’est  pas  n id  de  lui-meme,en  le  trails- 
port  ant , pour  plus  de  clarte  , de  mauiere  quo 
le  milieu  de  sou  bras  de  Jevier  vicuna  lomber 
an  point  fixe,  il  esi  evident  que  ses  deux  forces 
ne  pourront  etre  en  equilibria  autour  de  ce 
point. 

Et  il  est  encore  evident  qu’ellcs  ne  serairnt 
pavS  en  equilibre,  quand  bieu  meme  il  y aurait 
dans  le  corps  un  axe  fixe,  ponrvu  que  le  plan  du 
couple  ne  passat  point  par  cel  axe,  ou  ne  flit  pas 
pai  allele  a sa  direction  , ce  qui  reviendrail  au 

meme  ( 49  )* 

M nsi , lorsque  dijferens  couples  situts  comma 
on  ‘voudra  dans  tes pace , soil icUeni  un  corps  ou 
sjsthne  assujdti  a tourner  d'un  point;  fixe  , les 
conditions  de  t equilibre  sonl  absoliini&nt  les 
monies  que  si  le  corps  etait  parfailement  litre. 

Et  la  meme  cliose  a lieu  dans  le  cas  d'un  axe 
fixe,  si  les  couples  appliques  sont  tellemeut  dis- 
poses qn’ilsne  puissent  jamais  donucr  un  couple 
resultant  paralleled  cot  axe  y cequi  n’arrive  gen  e- 
ralement  que  lorsque  tons  les  couples  soot  dans 
ties  plans  paralleles  qui  yencontrent  1 axe  fixe 
en  le  coupaut. 


CH  A PITRE  It 


D es  Co  ND  IT  IONS  DE  l’EqUILIBRE. 

75.  Nous  venous  de  voir  ( 68)  qu’on  peut  trans- 
former ehaque  force  P qui  agit  sur  un  systeme 
ea  1111  certain  point  B , en  une  autre  force  P'Fig«*6. 
egale,  parallels  et  de  meme  sens,  applique^  en 
un  autre  point  A pris  a volonte  dans  l’espace , 
et  en  un  couple  ( P,  — P ) appliquee  sur  A B, 
et  dom  I'energie  est  inesnree  par  le  moment 
P X A I , A 1 etanr  une  perpendiculaire  abaissee 
du  point  A sur  la  direction  de  la  force  P.  Que 
de  Cette  m a 11  i ere,  le  systeme  peut  etre  con  skier  6 
com  me  soHicile  par  Ja  resultarite  de  toutes  les 
forces  q ui  se  seraient  en  quelque  sorte  trans- 
porters parallelement  a eiies-merries  au  point  A, 
et  par  le  couple  resultant  de  lous  les  couples 
qui  naissent  de  ces  transformations.  Nous  avons 
vu  que  pour  Fequilibre  , celte  resuhantc  ct  le 
moment  du  couple  resultant  doivent  etre  nuls 
tous  les  deux  a la  fois. 

■ 

Nous  pourrions  developper  sur-le-cliamp  ces 
deux  conditions  dans  le  cas  general  d un  corps 
011  systeme  soilicile  par  taut  de  forces  que  I on 
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voudra  dans  Fespace,  et  deduire  dela  les  con- 
ditions de  Fequilibre  dans  tousles  cas  particu- 


qut  peavent  so  presenter  : mais  , com  me 
notre  marche  doa  toujours  eirc  uniforme  dans 
le  courant  de  ce  Chapitre,  ou  pluibt  com  me 
elJe  n oil  i’ira  qu’une nieme  et  continue] le  appli- 
cation dun  me  me  principe,  nous  a i mens  mienx 
passer  en  revue  plusieurs  questions  simples  , 
avant  que  de  trailer  la  question  generale.  Cela 
nous  fournira  d ailleurs  loccasion  de  re  pa nd  re 
plusieurs  propositions  sur  les  ni  omens  don  ton 
fait  bcaucoup  d" usage  dans  la  Slatique. 

Une  ibis  parvenu  au  Theoreme  general  de 
Fequilibre  , on  pourra  s y arreter  , et  l’on  y 
trouyera  comprises  toutes  les  propositions  qui 

f F r t ' t l4  * 

auront  ete  p r ec e aem m e n t expnquees. 


I. 


De  f equilibre  des  Forces  para  He  les  qui  soni 

situees  dans  un  me  me  plan . 


Fig.  29.  76.  So  I ENT  P , F,  PP,  etc.  les  diffe  rentes  forces 

parallel  6 s. Dun  point  A pris  ou  Ton  voudra  dans 
leur  plan,  abaissons  une  perpendiculaire  com- 
mune sur  leurs  directions,  el  qui  les  coupe  aux 
points  respectifs  B,  C , D , etc. 

, Coasiderant  d'abord  la  force  P?  j applique  an 
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point  A deux  forces  contrMres  P,  -P,  egales 
et  parallel es  a la  premiere;  ainsi,  jai  an  lieu  de 
la  simple  force  P appliquee  en  B , une  force 
egale  et  parallele  appliquee  en  A , et  un  couple 
f P } — P ^ agissant  sur  A B et  dout  1 energie  est 
Px  AB.  Je  subs  li  me  de  me  me  aulieudela  force 
P'  appliquee  en  C une  force  egale  et  parallele  el 
de  me  me  sens  appoquee  en  A 5 et  un  couple 
( P',  — P'  ) applique  sur  A G et  dont  Tenergie 
en  P x A C , de  meme  pour  la  force  P%  etc. 

Si  ? pour  plus  de  clarte,  on  transporte  lous 
les  couples  ailleurf  dans  le  menie  plan,  il  ne 
restera  an  point  A que  les  forces  P , P , P , 
egales  et  paralleles  aux  forces  primitives  a 
quees  en  B}  C,  D , etc.  et  de  menie  sens. 

Or  5 pour  qu  il  y ait  equilibre,  il  faut  i°.  que 

la  resultante  des  ibrces  appliquees  en  A soit 

nttlle  d'eUe-mcme.  Mais  , toutcs  ces  forces  agis- 

sanl  dans  une  memo  direction,  lcur  resultante 

/ 

est  egaie  a leur  so  in  m e ( * ),  et  par  consequent, 
Ton  aura  : 


Pq-P'-t-P  -l-ctc. 


o 


premiere  equation  de  I’equilibre. 

2°.  il  la ut  que  ie  moment  resultant  de  tons 
les  m omens  des  couples  soit  aussi  nul  de  lui- 


(*)  11  faut  prendre  ce  mot  ici  et  ailleurs  , dans  le  sens 

de  ta  remarque  suivante  (77)* 
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me  me  ; mais  ce  moment  resultant  est  egal  a la 
somnie  des  rnomens  composans  , |)mscjue  tom 
les  couples  sont  dans  nu  menic  plan.  Done,  en 
nora  mant  pour  a brewer  p , p } p"  , etc.  ] es  bras 
dc  levier  respeetifs  A B,  A C , A D , etc. 
on  aura  : 

P p -1-  P'  pf  H-  P 7 p'  -h  etc.  = o 
seconde  equation  de  1’equilibre. 

- , Hemarque. 

77.  Tl  est  clair  quedans  la  premiere  equation, 
si  Ton  regarde  les  forces  qui  tirent  dans  unnieme 
sens  com  me  positives,  il  faut  regarder  cellesqui 
tirent  dans  le  sens  contra  ire  com  me  negatives. 
Nous  regarderons  dcsormais  com  me  positives 
les  forces  telles  que  P'  qui  tirent  au-dessus  de 
la  dioite  A I> , et  par  consequent  com  me  nega- 
tives Jes  forces  telles  que  P , P ....  qtti  tirent  au- 
dessous  ; et  de  cette  mam  ere  on  pourra  dire 
que  la  somnie  des  forces  doit  etre  nulle  par 
Fequilibre. 

Pour  les  signes  des  rnomens  P p , P p de 

la  seconde  equation , il  faut  faire  attention  * 
deux  chas.cs , 1 au  signe  de  la  force  ; 20.  au  signe 
du  bras  de  levier. 

Su  pposons , en  effet , que  la  force  P sans  cesser 
d’agir  du  menie  cote  du  point  A,  vieii!*e  * 
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changer  de  signe;  il  est  clair  que  le  couple  nou- 
veau qu  elle  produira  a 1’egard  du  point  A sera 
d’un  sens  contraire  a celui  du  premier  : ainsi,  le 
moment  P v change  de  signe,  lorsque  la  force  P 
en  change. 

Coucevons  main  tenant  que  la  force  P , sans 
changer  de  signe,  vienne  a agir  au  point  B'  de 
]' autre  cote  du  point  A-  11  est  visible  que  le 
couple  nouveau  qu’elle  produira  a 1 egard  du 
point  A sera  d un  sens  contraire  a celui  du  pre- 
mier, et  par  consequent  le  moment  P p change 
de  signe  , lorsque  le  seul  bras  de  levier  p en 
change. 

Done  en  prenant  les  bras  de  levier  tels  que 
AB  quisont  a drone  du  point  A comme  posi- 
tifs  , par  evemple , il  faudra  prendre  les  bras  de 
levier  tels  que  A B'  qui  tomberaient  a gauche 
comme  negatifs  ; et  I on  pourra  tou jours  dire 
que  la  sonnne  des  mo  mens  doit  etre  nude  en 
don n ant  des  signes  convenabies  aux  forces  et 
aux  bras  de  levier. 

Corollaire . 

78.  Sljpposons  que  les  forces  P,  P' , P" , etc. 
ne  soient  pas  en  equilibre , et  soit  R leur  resul- 
tante,  et  par  consequent  — R la  force  capable 
de  leur  faire  equilibre. 

Les  deux  equations  precedentes  devront  avoir 
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lieu  si  I on  y fait  enlrer  la  force  - — R.  On  aura 
done  d’abord : 


P + P'+P" 


ele. 


o 


ou 


bien : 


R^p  + p + p^ 


etc. 


ce  qui  nous  apprend  que  la  resultante  est  eg 
a la  son) me  des  composautes  , ce  que  nous  sa- 
vions  deja. 

En  second  lieu,  si  I on  nomine  r la  distance 
de  la  resultante  au  point  A , on  aura : 


P p -|-P  p' P' ,l  p -h  etc.  — R r 


o 


on  bien  : 


R r-=  P p -+-  P p -f-  P p -+-  e tc. 


Ce  qui  nous  fait  voir  que  le  produit  de  a re- 
sultante par  sa  distance  ra  un  point  que  Icon  que 
A pris  dans  i,e  plan  des  forces , est  egal  a la 
somme  de  tons  les  produitssemblables  des  com- 
posantes  par  Jeurs  distances  respectivesa  ce  me  me 
point. 

En  divisant  celte  equation  par  R,  et  mcltant 
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a la  place  de  cette  quantile  sa  valcur  P-+-P'  -f- 
P ;/  -4-  etc. , on  aura  : 


P p-\-  P * p V!  p'  H-  etc. 

= P + F -+-  P"  -+-  etc. 

I 

Ce  qui  donncra  la  distance  de  la  resultant© 
au  point  A , et  par  consequent  fera  connaxtre 
sa  position,  puisque  Ton  sail , d’ailleurs,  qu’elle 
doil  etre  parallel e aux  composantes . 


Remarque . 

79.  Les  prod  u its  P p , P p , etc.  sont  ce  que 
i’on  nomine  ordinaire  mem  les  momens  des 
forces  ; mais  on  n' attache  pas  , au  nxot  de  m <3 - 
raent;  d'autre  idee  que  cede  d un  simple  pro- 
duct 3 qui  result©  de  deux  nonxbres  dont  I nn 
expriine  Ja  force  et  1’autre  sa  distance  a tin  point : 

i,  ^ 

au  lieu  que  le  moment  est  pour  nous  lamesure 
d’une  force  particuliere,  c est-a-dire,  derenergie 
du  couple  qui  provient  de  la  force,  lorsqu  on  Ja 
t runs  porte  jpa  rail  element  a elle-meme  au  point 
que  l’on  cousidere.  Mais  com  me  ici,  et  dans  la 
plupart  des  ouvrages  de  Statique  , le  moment 
exprime  une  merne  quantile  numerique , a la 
difference  pres  de  Tidee  que  xxous  y joignons, 
nous  avons  cru  devoir  conserve r ce  mot  qui  est 
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consaere  par  f usage  , el  qui  rend  bien  d’ailleurs 
noire  idee,  puisque  le  mot  latin  momentum 
d od  vicnt  moment , si g nifie  , force  ^ poids , 

energie* 

An  reste , lorsqne  nous  tie  voudrons  parler 
que  du  simple  produil  numerique  d une  force 
par  sa  distance  , a un  point,  a un  axe  per  pea* 
diculaire , ou  a un  plan  parallels  a sa  direction, 
nous  dirons  aussi  le  moment  de  la  force  par 
rapport  au  point  ^ on  a ! axe  , ou  an  plan  pa- 
rallele : et  cela  n inlroduira  auctin  equivoque 
dans  le  discours  , puisque  Ton  pourra  emend  re, 
si  Ton  veut,  par  ce  produ.it , le  moment  du 
couple  qui  uaitra  de  la  force  transportee  pa- 
rallelemeni  a elle-meme  au  point, ou  sur  l axe, 
ou  dans  le  plan  parallele* 

De  cette  maniere  , l1  equation  precedente 


R r=  P p + V'p^r  F>" 


etc* 


peut  s’exprimer  ainsi : 

La  s onime  des  momens  de  tout  de  forces 
paralleles  qu}  on  voudra , par  rapport  a un  point 
cfuelconque  de  leur  plan , est  egale  au  moment 
de  leur  res ull ante  pur  rapport  au  nieme  point } 
ce  qui  est  le  Theoreme  comm  des  momens, 
pour  igs  forces  paralleles  qui  soul  situdes  dans 
un  me  me  plan. 

IL 


